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RÉSUMÉ. Nous dégageons dans ce travail des conditions abstraites 
portant sur un espace fonctionnel E qui assurent l'existence globale 
pour toute donnée initiale suffisamment petite dans E, ou l'exis- 
tence locale sans condition de taille, de solutions pour une classe 
d'équations paraboliques semi-linéaires, dont le système de Navier- 
Stokes incompressibles dans l'espace constitue un exemple fonda- 
mental. Nous donnons également un critère abstrait de régularité 
des solutions obtenues. Ces conditions sont simples à vérifier dans 
tous les cas connus: espaces de Lebesgue, de Lorentz, de Besov, de 
Morrey, et caetera. Elles s'adaptent au cas d'espaces E non invari- 
ants par translation : nous détaillons l'exemple de certains espaces 
2-microlocaux. 
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Introduction 

Les équations étudiées ici sont des équations paraboliques semi-liné- 
aires, écrites sous la forme intégrale 

(1) u = Su + B(u,u), 

dont l'inconnue, notée u, est une distribution tempérée définie sur 
]0, oo[xM 3 . On désigne par m une distribution donnée de S' (R 3 ), et par 
Su l'image de u sous l'action du semi-groupe de la chaleur : Su (t) = 
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e Uq, t > 0. Enfin, B est une application bilinéaire symétrique, formelle- 
ment définie par 

(2) B(u,v)(t) = f e (t - T)A P(D){u(r)v{r)}dT, 

Jo 

où P(D) est un opérateur pseudo- différentiel homogène de degré 1, 
dont le symbole est supposé non nul et C°° en-dehors de 0. 

Bien que nous restreignant au cas scalaire, nous pourrions sans dif- 
ficulté considérer le cas vectoriel : le système de Navier-Stokes incom- 
pressible est alors un exemple fondamental, d'ailleurs à l'origine de ce 
travail, dans lequel u et u ont trois composantes scalaires et sont à 
divergence nulle, le terme bilinéaire s'écrivant 

1 f* 

B(u, v)(t) = — / e (t ~ r)A PV . (u(t) ® v(t) + v(r) ® u{r)) dr, 

2 Jo 

où P est le projecteur de Leray dans M 3 . 

Reprenant dans [K] un schéma formalisé par Weissler ([W]), Kato 
résoud ([T])Q pour toute donnée u G L 3 (IR 3 ) suffisament petite, et ob- 
tient des solutions dans C([0, oo[; L 3 (R 3 )) □, alors que l'application B 
n'est pas continue sur cet espace (voir Oru [OJ). Sa méthode repose sur 
la définition d'un espace de Banach J 7 , inclus dans C([0, oo[; L 3 (IR 3 )), 
tel que 

i) Su G T si u e L 3 (M 3 ), 

ii) B soit continue de T x T dans T. 

Il ne lui reste plus qu'à utiliser les itérations successives de Picard pour 
résoudre (0Q), et c'est de cette dernière étape que provient la condition 
de taille sur uq. 

La même méthode lui a également permis d'obtenir des solutions 
locales pour toute donnée u , à partir d'un espace Tt inclus dans 
C([0, T[; L 3 (M 3 )) vérifiant les analogues de i) et ii). Dans ce cas, la 
condition de taille porte sur T = T{uq). 

Cette méthode, que nous appellerons dorénavant méthode KW, a 
été relue et développée par Giga et Miyakawa ([G,M]), Taylor ([T]), 
Kozono et Yamazaki ([Ko,Y]), Cannone ([C]). Meyer ([M]), Planchon 
([P]), Barraza ([B]), et d'autres auteurs. De nouvelles solutions de ^ 
ont été obtenues (notamment des solutions autosimilaires ou asympto- 
tiquement autosimilaires) en remplaçant L 3 (R 3 ) par d'autres espaces 
E bien choisis : l'espace de Lorentz L 3,00 (Barraza, Meyer), les espaces 

1 Plus exactement, Kato résoud le système de Navier-Stokes incompressible. 
Mais, une fois le formalisme mis en place, la condition d'incompressibilité ne joue 
plus aucun rôle, et il est plus simple de ne considérer que le cas scalaire général. 

2 Dans tout l'article, l'espace C(I;E) des fonctions continues de / à valeurs dans 
E est muni implicitement de la norme sup te7 
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de Besov È p p ' , p < oo (Cannone, Planchon), les espaces de Mor- 
rey (Giga et Miyakawa, Taylor, Cannone, Lemarié), certains espaces 
de Besov placés au-dessus d'espaces de Morrey (Kozono et Yamazaki). 
Dans chaque cas, la construction suit la démarche de Kato, et devient 
spécifique dans le choix de T et la preuve de la continuité de B. 

La question principalement étudiée ici est la suivante : quels sont les 
espaces E pour lesquels la méthode KW fonctionne? 

Autrement dit : peut-on caractériser les espaces E pour lesquels on 
peut trouver un espace T de fonctions continues du temps à valeurs 
banachiques satisfaisant aux condition i) et ii), conduisant ainsi à 
l'existence d'une solution de (1) pour toute donnée uo G E assez petite? 

Cela nécessite de préciser la formalisation de la méthode KW : tel 
est l'objet de la première partie. 

La seconde partie aborde le coeur du problème. On commence par 
délimiter la classe des espaces E considérés, d'abord en se restreignant 
aux espaces, dits invariants, sur lesquels le groupe affine ax + b agit en 
accord avec les propriétés d'invariance de l'ensemble des solutions de 
(1). On définit ensuite la notion de compatibilité avec la non-linéarité 
contenue dans B. Celle-ci exprime que chaque bloc de la décomposition 
de Littlewood-Paley d'un produit fg appartient à E, lorsque /, g G E et 
sont soumis à des conditions spectrales. Plus précisément, on suppose 
l'existence d'une suite (r) n ) ne z telle que, si Supp/ C^ = {^;2 fc_1 < 
|£| < 2 k+1 } et Suppg C Ti, k,l G Z, alors on a pour tout j G Z 

\\* s (fg)\\E < Wflk-w-i) 2 k+l - j \\f\\E\\g\\E. 

(On renvoie à la section 2.1 pour les notations et les énoncés précis.) 
Cette hypothèse n'est pas contraignante, dans la mesure où tous les 
espaces invariants connus la vérifient. Il faut d'ailleurs souligner que 
cette condition ne suppose pas que l'appartenance à E soit caractérisée 
par une propriété de la décomposition de Littlewood-Paley. 

C'est le comportement de la suite (r) n ) qui discrimine les espaces, 
ainsi que le montrent les trois principaux résultats de ce travail, qui 
peuvent être résumés de la façon suivante (rapide, mais imprécise). 

Théorème A. La méthode KW fonctionne pour l'espace E dès que 
^2r] n < +oo. 

n>0 

Cela signifie qu'on peut trouver T (respectivement Tt) vérifiant i) 
et ii). En revanche, l'inclusion de T dans C([0, oo[; E) (respectivement 
Tt dans C([0, T[; E)) n'est pas a priori satisfaite. 
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Théorème B. Si de plus ni ln < +00, on peut faire en sorte que T 

(resp. Tt) soit inclus dans C([0, 00 [; E) (resp. Tt dans C([0,T[; E)) si 
E est séparable. 

Il existe aussi un résultat de régularité analogue si E est le dual non 
séparable d'un espace de Banach séparable. 

La démonstration de ces deux résultats est constructive. 

Théorème C. Si (i] n ) est décroissante, (2 3n / 2 ry n ) croissante à partir 
d'un certain rang et ^^77^ = +00, alors il existe un espace E invari- 

n>0 

ant et compatible, associé à (r) n ), pour lequel il est impossible de faire 
fonctionner la méthode KW : cela signifie qu'il n'existe pas d'espace de 
fonctions continues du temps T ou Tt vérifiant i) et ii). 

Les contre-exemples de ce dernier théorème comprennent l'espace 
de Besov B^ ,OQ . Voir la section 2.2 pour une condition plus générale 
imposée à (r) n ). 

Les théorèmes A et B sont démontrés dans cette même partie, le 
théorème C dans la quatrième partie. Auparavant, on montre dans la 
troisième partie que tous les exemples connus relèvent des théorèmes 
A et B. 

Enfin, dans la cinquième et dernière partie, on décrit en détail de 
nouveaux exemples, inspirés directement des espaces 2-microlocaux de 
Bony. La motivation est ici de construire des solutions de (JTJ) pour des 
données initiales uq les plus singulières possibles. On est amené à définir 
des espaces de distributions singulières sur un fermé de M 3 , pour lequel 
on suppose qu'une sorte de densité locale, appelée fonction de densité, 
obéit à la condition de Dini. On montre alors que de tels espaces 
entrent dans le cadre du théorème A (convenablement généralisé au 
cas d'espaces non invariants) et permettent donc de faire fonctionner 
la méthode KW. En particulier, on obtient ainsi de nouvelles solutions 
autosimilaires. 

Afin de simplifier l'exposition, nous ne considérons que l'existence et 
la régularité globales de solutions de (1), sauf dans la section 2.6, qui 
décrit les modifications à apporter pour obtenir les résultats locau4j. 

Les méthodes décrites dans ce travail ne sont pas spécifiques à la 
dimension 3, et s'adaptent en toute dimension. 



Ces résultats répondent à une question qui nous a été posée par J.-Y. Chemin. 
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On se donne une fois pour toutes un opérateur bilinéaire B de la 
forme (j2J). Le but de cette partie est de décrire de façon abstraite la 
méthode KW. Celle-ci permet d'obtenir des résultats du type "il existe 
a > tel que, pour toute donnée uq E E vérifiant ||«o|U < ®, il existe 
u G T solution de (CQ) et telle que u(t) tende vers uo en un certain sens, 
lorsque t tend vers 0" . 



1.1. Propriété d'invariance. 

L'homogénéité de l'opérateur P(D) implique que, si u(t, x) est une 
solution de (pQ) pour la donnée u (x), alors quels que soient x G M 3 et 
À > 0, Xu(X 2 t,Xx — xq) est également solution de [H pour la donnée 
Xuq(\x — Xq). Par conséquent, il est raisonnable de se restreindre aux 
espaces E et T tels que 

(3) Vx GM 3 VA>0 ||Au (à- -x )\\e = ||«o|k 

(4) Va; GM 3 VA>0 \\Xu(X 2 -, X ■ —x )\\r = \\u\\j?. 

Par exemple, si on cherche E parmi les espaces de Lebesgue L P (IR 3 ), 
alors la valeur p = 3 est naturelle. En effet, si la méthode de Kato 
fonctionnait pour L P (R 3 ) avec p ^ 3, la condition de taille sur uq 
pourrait être supprimée : en choisissant bien À, on aurait ||wo||lp < a , 
où Vq(x) = Xuq(Xx), ce qui donnerait une solution globale u(t, x) = 
i v (â^' f ) assoc iée à Mo, quelle que soit uq. On ne sait pas si un tel 
résultat est vrai ou faux. 

Définition 1. On dit que E est invariant s'il vérifie (T3|). 



1.2. Couples admissibles. 

La méthode KW fonctionne avec deux espaces de Banach E et E 
ayant les propriétés (PI), (P2) et (P3) suivantes. 

Propriété (PI) 

a) E s'injecte continûment dans S', 

b) E est invariant. 

Propriété (P2) 

a) F s'injecte continûment dans S', 

b) la norme de F est invariante par translation, et /(A-) G P si et 
seulement si / G P, pour tout À > 0, 
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c) sur tout compact de ]0, oo[, les normes 

\\f\\t,F = V r t\\f(Vt-)\\ F 

sont uniformément équivalentes entre elles, 

d) l'opérateur e A est continu de E dans F. 

Propriété (P3) 

Si T désigne l'ensemble des fonctions continues de ]0, oo[ à valeurs dans 
F, notées u ou u(t), t > 0, telles que 

= sup ||w(t)||t,F < +oo, 

t>0 

alors 

a) B est continue de T x T dans J 7 , 

b) \im B(u, v)(t) = dans S', pour tous u,v G T. 

On note la plus petite des constantes C telles que 

(5) Vu,veF \\B(u,v)y<c\\ u y\\vy. 

Définition 2. Lorsque les propriétés ci-dessus sont satisfaites, le cou- 
ple (E, F) est dit admissible. 

De tels espaces fournissent des solutions à (CD) en vertu du résultat 
abstrait suivant. 

Théorème 3. Soit T un espace de Banach et B un opérateur bilinéaire 
continu de T x T dans T . Alors, pour tout a G T tel que ||a||jc < ^p^y, 
il existe u G T solution de l'équation 

(6) u = a + B(u, u). 

De plus, il existe des opérateurs Tk,k > 1, tels que : 

i) chaque est la restriction à la diagonale de T k d'un opérateur 
k -linéaire continu de T k dans T ; 

ii) il existe une constante absolue C telle que, pour tous k > 1 et 

\\Ua)h < ^k-^(4 \\B\\ \\a\\r) k ; 

iii) si \\a\\fr < jîtW; alors 

oo 

(7) u = Y J Ua). 

k=l 

Enfin, on a toujours \\u\\?r < ajjijjp e ^ u es ^ l'unique solution de $Ej) 
dans la boule fermée Bjr(0, 2jpj[)- 



4 Cette propriété est vérifiée dès que lim /(A •) = / pour tout / e F. 
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L'existence de u est bien connue sous la condition ||a||jr < -wm '■ v °i r 
par exemple Cannone ([C], p. 37), qui utilise le théorème des contrac- 
tions de Picard pour l'obtenir. L'approche par développement multi- 
linéaire de la solution qui est choisie ici est un peu plus précise. 

Preuve. On définit les opérateurs T k de proche en proche par les re- 
lations 

(8) T x {a) = a, 

k-i 

(9) T k (a) = B(T,(a), T fc _,(a)), k>2. 

i=i 

Par construction et d'après (-P3), les T k sont la restriction à la diagonale 
de T k d'opérateurs fc-linéaires, et il existe des constantes a k telles que 

||r fc (a)||^<a fc ||a||^ 

pour tout a G T . 

Pour estimer les a k on part de l'inégalité de récurrence 

k-i 

a-k < \\B\\ a k _ u 
i=i 

avec la condition initiale ai = 1. On en déduit que, pour tout k > 1 

(10) a k < PU*- 1 Cfc , 

où les coefficients c k sont tels que 

ex = 1 
k-i 

c k = ^Qc fc _/, k > 2. 
i=i 

Ce sont les nombres de Catalan (voir par exemple Comtet, tome 1 
[Co]), donnés par la formule 

(2k-2)\ 
° k ~ k\{k-l)V 
Leur série génératrice se calcule aisément : 



'--n \ u 1 — y/1 — Az 

,ii) J2 CkZ = — h : 



k=l 

et lorsque k tend vers oo, on a 

1 

Ck 



40F 



fc -3/2 4 A 



Cela démontre les points i) et ii) pour les opérateurs T k définis en (JHJ) 
et ©. 
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Si < 4jj^j[, on pose u = ^^T fc (a) : cette série est normalement 

k=l 

convergente dans T . On calcule 

oo oo 

B(u,u) = ^^5(T ; (a),T m (a)) 



1=1 m=l 
oo k— 1 



££fl(T I (a),7i_ I (a)) 



k=2 1=1 

u — a 



d'après dH-E]), ce qui montre que u est une solution de ©■ De plus, il 
résulte de ([TU] - [UJ que 



12 \\u \\t < - — . 

En particulier, < 2^b[\- 

Il reste à obtenir l'unicité de u dans la boule fermée Bjr(0, 2pjjy)- 
Elle est facile à démontrer lorsque \\u\\^r < gp^jy : s i v es ^ une solution 
de (EJ), \\v\\jr < ^py, on a 

u — v = B{u + v, u — v), 

d'où u = v, puisque \\B\\ \\u + v\\f < 1. Dans le cas général, où il est 
possible d'avoir \\u\\f = wjM, on définit pour tout N > 1 l'élément v N 
de T par 

(13) v — Ti(a) H h T/v(a) + ujv, 

et on prouve que 



^ oo 

(14) IMI^< ra Ck ^ k - 



1 11 fc=JV+l 



Faisant tendre N vers oo, il vient v = u. 

L'inégalité ( ÎT4l) est vraie si JV = 1, car d'une part V\ = B(v,v), donc 

ll^i IIj 17 < ||-B|| \\ v \\f — ïpïjj"' e ^ d'autre part 4~ fc = - d'après 

m. 
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k=2 



Supposant (1T41) prouvée au rang N, on injecte (ITBl dans l'équation 
il), et on trouve 



v N +i= ^2 B(Ti(à),T m (a)) 

+ 2 B{v N , T\(a) + • ■ ■ + T N {a)) + B(v N , v N ) 



l+m>N+2 
Kl,m<N 
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Puisqu'on sait que ||T fc (a)||jF < pjj[ c fc4 k pour tout k > 1, on obtient 
en utilisant l'hypothèse de récurrence 



I^AT+l || je 



< 



\B\ 



ci c m 4" 



l—m 



J+m>N+2 
l<l,m<N 

N 



^ k=l ' ^ k=N+l 

+ ( £ « *-•)') 

\ k=N+l 7 ) 



11 11 fc>JV+2 V 1=1 ' 
fe>JV+2 



■k 



1 



Ainsi, f TT4l) est prouvée pour tout N, et la démonstration est achevée. 

□ 

Ce théorème s'interprète comme un résultat d'analyticité au voisi- 
nage de : u = est évidemment une solution de lorsque a = 0, 
et les solutions u construites lorsque a est petit sont obtenues par per- 
turbation et développement en série autour de 0. Elles dépendent 
analytiquement de a, pour la topologie forte de T. Enfin, par un 
phénomène analogue au prolongement continu jusqu'au bord des séries 
entières à coefficients positifs, on peut résoudre (jSJ) sous la condition 
limite je- = -mm- Le résultat est optimal, comme le montre l'exemple 
élémentaire T = K et B(u, u) = u 2 . 

Revenant à l'équation (JTJ), on obtient le corollaire suivant. 

Proposition 4. Si (E, F) est un couple admissible, il existe a > 
tel que, pour tout u$ G E avec ||"Uo||e — cl, V équation (QP admet une 
solution u G T telle que 

(15) limw(t) = un 

t->o 

dans S' . De plus, u s'écrit 

oo 

u = ^2T k (Su ), 

k=l 



où les opérateurs T k sont donnés par le théorème 3. Enfin, ||it||^ < 
2|îW; e t u eg t l'unique solution de (T7J] dans la boule fermée Bjr(0, wm)- 
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Preuve. Soit (E, F) un couple admissible et u G E. La continuité de 
e A de E vers F et la définition de T impliquent e tA u G F pour tout 
t > 0, avec 

n tA n ^ n An n n 

||e Mo||t,F < ||e ||f,f||wo||f- 
Ecrivant Ae A = Ae A//2 e A//2 , on obtient de même Ae* A «o G -F, avec 

I I A /A II ^11 II 

||Ae u \\t,F < -\\uo\\e- 

Puisque les normes sont uniformément équivalentes sur tout com- 

pact de ]0, oo[, ceci implique la dérivabilité de t i — > e tA uo, de ]0, oo[ 
dans F, et a fortiori la continuité. On a donc Su G J 7 , et 

II-S'woIIjf < ||e A ||F,£;||Mo|U- 

Appliquant le théorème 3 avec a = Su , on peut résoudre (pQ) dès que 
4||S|| || e A || f,e\\ u o II e < 1. La relation (ÎTïïj) provient de (P3b) et du fait 
que E s'injecte continûment dans S'. Le reste découle directement du 
théorème 3. □ 



On peut maintenant formuler précisément la question centrale de ce 
travail : quels sont les espaces E pour lesquels on peut construire un 
espace F formant avec E un couple (E, F) admissible ? 

On y répond dans la partie suivante, avant de donner divers exem- 
ples. 

2. Les bons espaces de Banach 

2.1. Espaces fonctionnels compatibles avec la non-linéarité. 

On décrit dans ce paragraphe les hypothèses faites a priori sur les 
espaces considérés. Celle-ci ont pour but de permettre l'utilisation de 
la décomposition de Littlewood-Paley, et de l'algorithme associé pour 
calculer un produit, qu'on rappelle maintenant brièvement. 

On se donne une fonction ip° de classe C°° sur M + , avec ip° = 1 sur 
[0, |] et Suppy? C [0, 1], et on pose ip° = y? (4) — (p°. Si j G Z, on note 
Bj la boule fermée -8(0, 2 J ) dans M 3 , Tj la couronne 

IV = {( G l 3 ; 2 j - 1 < 1^1 < 2 j+1 }, 

et Sj,Aj les opérateurs <^°( — 4~ J 'A), 4r ] ; A) où A est le Laplacien 
sur M 3 . On emploiera aussi les opérateurs Aj = Aj_ 2 + Aj_i + A, + 
Aj + i + Aj +2 , qui vérifient l'identité utile 

(16) Aj A, = Aj, 

et on écrira Tj pour Tj_ 2 U ^j-i U Tj U Tj + % U Tj +2 . 
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On a alors Aj = Sj + % — Sj et lim Sj = I dans S', d'où il résulte 
que 

(17) / = E A ^ 

pour toute distribution tempérée / telle que lim Sjf = 0. 

j-»-oo 

En s'inspirant de Meyer ((Mj), on adopte la terminologie suivante. 

Définition 5. On appelle espace fonctionnel (sous-entendu : adapté à 
la décomposition de Littlewood-Paley) tout espace de Banach E tel que 

a) S C E C S' , les injections étant continues; 

b) deux cas sont possibles : dans le cas 1, S est dense dans E, et 
dans le cas 2, S est dense dans un espace de Banach dont E 
est le dual; 

c) si f G E, lim Sjf = dans S' . 

j— >-°o 

Si / G E, on a lim Sjf = f et de même lime iA / = / pour la 

j— »+oo t— >Q 

topologie forte de E dans le cas 1 et pour la topologie faible * dans le 
cas 2. Ceci induira la propriété analogue sur les solutions de ([T]) dans 
les espaces favorables. 

Remarquer qu'un espace fonctionnel n'est pas nécessairement car- 
actérisé par la décomposition de Littlewood-Paley. Par exemple, tous 
les espaces L p , 1 < p < oo, sont des espaces fonctionnels au sens de la 
définition précédente. 

Si / et g sont deux distributions tempérées vérifiant ffTTl) et telles 
que le produit f g ait un sens, on a formellement 

(18) fg= A kfA l9 + Y, A fc /A, S . 

fc.zez k,iez 

|fe-i|<2 |fe-/|>3 

Si \k — 1\ > 3, la transformée de Fourier de A^fAig est supportée dans 
la couronne Tj-i U Tj U Tj+i, où j = max(/c, l), et si \k — 1\ < 2, elle est 
supportée dans la boule Bj +2 . La formule ( ÎÏ81) isole ainsi les produits 
dont le spectre contient (chevauchement spectral) des autres dont le 
spectre ne contient pas (séparation spectrale). 

Définition 6. Un espace fonctionnel E est dit compatible (sous-enten- 
du : avec la non-linéarité de V équation (J\)) lorsque : 

a) E est invariant, 

b) il existe une suite r\ = (r] n ) ne z telle que, si f,g G E avec 
Supp / C Tfc, Supp C Ti, k,l G Z ; et si j G Z, alors Aj(fg) G 
E, et 

(19) \\Aj(fg)\\ E < Vm^k-jj-j) 2 k+l -> \\f\\ E \\g\\E- 
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La propriété b) et l'inégalité (TTÏÏÎ) appellent plusieurs remarques. 

D'abord le fait que le produit fg est bien défini sous les hypothèses 
énoncées, qui entraînent / = S^+if et g = Si+ig, ce qui montre que 
f et g sont des fonctions de classe C°°. Elles sont de plus bornées, en 
vertu de l'injection de E dans S' et de l'invariance par translation de 
E (voir la Proposition 13 pour un énoncé plus précis). Par conséquent, 
Aj(fg) est également bien défini. 

Ensuite, il convient de distinguer les deux mêmes cas que dans la 
formule ( ÎT8j) . Si \k — l\ > 3 (séparation spectrale), on a Aj(fg) = 
dès que |max(A;, l) — j\ > 3. Compte tenu de la forme particulièrement 
simple que prend alors (TTSj) . on voit que ffTÏÏIl se ramène à 

(20) ||/^IU<C2 min ^) Il/IUIMU, 

pour une constante C indépendante de /, g, k, l. 

Le cas sensible est celui où \k — l\ < 2 (chevauchement spectral) : 
f iTÏÏj) se simplifie en 

(21) ||A^)|| Ê <C77 fe -;4 fe 2^ \\f\\ E \\g\\E, 

quitte à modifier la suite i], avec C constante ne dépendant pas de 
f,g,j, k. Il n'y a en revanche aucune raison de supposer fgEE (voir 
section 3.3 pour des exemples). Noter toutefois que Aj(fg) = dès 
que j > k + 5 : on posera presque toujours r\ n = pour n < — 5. 

La constante C de f l2ÏT) . et surtout la suite i], dépendent du choix 
de la fonction cp° définissant les opérateurs Aj. Mais leur existence ne 
dépend que de l'espace E, et si Î{P est une autre fonction définissant 
d'autres opérateurs Aj, l'inégalité correspondant à ( 12ÏT) reste vraie, 

avec une suite rj = irj n ) n& qui vérifie rj n < C(f] n - 2 H h r/n+2) pour 

une certaine constante C. 

Enfin, il faut souligner que la forme de l'inégalité (ÎT9|) est presque 
entièrement dictée par l'invariance de E. Si, en effet, on suppose seule- 
ment l'existence, pour tous j, k, l G Z, d'une constante C(j,k,l) telle 
que 

l|A i (/^)|u<co-,fc,OII/IUNU 

quand Supp/ C T k et Supp^ C T/, alors on déduit de l'invariance de 
E l'existence de constantes D(m,n), m,n G Z, vérifiant l'égalité 

C(3,k,l)=D(k-j,l-3)2 k+l ->. 

L'hypothèse supplémentaire implicite dans (fTÏÏj) est donc seulement que 
les constantes D(m,n) ne dépendent que de max(m, n). Cette hy- 
pothèse n'intervient d'ailleurs que dans le cas "facile" où \k — l\ > 3, 
c'est-à-dire dans l'inégalité ( 12Ô1) . 
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2.2. Théorèmes d'existence, de régularité, et contre-exemples. 



Définition 7. On appelle bon espace tout espace fonctionnel compatible 
tel que r] G / 1 (Z). 

Il résulte de ce qui précède que la propriété u r] G / 1 (Z)" ne dépend pas 
d'un choix particulier des opérateurs Aj. 

Théorème 8. Si E est un bon espace, il existe un espace de Banach 
F formant avec lui un couple admissible. 

On en déduit, en appliquant la Proposition 4, l'existence d'une so- 
lution de l'équation §\§ dans l'espace T construit à partir de F, pour 
toute donnée u G E assez petite. 

On peut obtenir une version plus précise de ce théorème, en ren- 
forçant un peu l'hypothèse. 

Théorème 9. Soit E un bon espace tel que nrj n < +oo. 

n>0 

Alors il existe un espace de Banach G G E formant avec E un couple 
admissible. De plus, si u G Q est une solution de (QP pour une donnée 
initiale u G E quelconque, alors 

- u G C([0, oo[; E) si S est dense dans E (cas 1, Définition^, 

- u G C(]0, oo[; E) et lim«(t) = u pour la topologie * faible si S est 

dense dans le prédual de E (cas 2). 

Ce résultat est celui qui généralise le plus directement la construction 
de Kato, dans la mesure où il donne des solutions de (CEJ) régulières. Il 
est apparenté à une conjecture énoncée par Meyer dans [M], qu'on 
peut résumer en "si E est un espace de Banach invariant qui s'injecte 
continûment dans l'espace de Morrey M| (voir section 3.4), alors on 
peut résoudre §T§ dans C([0, oo[; E) (cas 1) pour toute donnée u G E 
assez petite (modifier comme ci-dessus dans le cas 2)" . Cette conjecture 
pose un problème de régularité, puisque l'existence d'une solution de 
(CQ) pour toute donnée assez petite dans E est garantie par l'inclusion de 
E dans Mf, qui est un bon espace (voir Proposition 23). Le théorème 
9 donne un résultat positif dans la direction de cette conjecture. 

La question de l'optimalité du théorème 8 motive le dernier théorème 
de cette section. On a besoin de la notion suivante. 

Définition 10. Une suite positive (rj n ) n£ z est régulière s'il existe une 
constante C > telle que 

çVn+l <Vn<C r) n+ l 

pour tout n G Z vérifiant r\ n > 0. 
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Théorème 11. Soit 77 = (77 n ) ng ^ une suite décroissante régulière telle 
que 

V2" 3n inf 2 3 Sfc = +oo. 

' * k>n 

n>0 

Alors, il existe un espace fonctionnel E, compatible et associé à 77 
via (fTPj). tel que, étant donné un espace de Banach F vérifiant (P2), 
l'inégalité est en défaut. 

En d'autres termes, il n'y a pas d'espace F formant avec E un couple 
admissible; cela ne signifie pas pour autant qu'il n'y ait pas de solutions 
de ([I]) dans l'un de nos espaces T . 

L'hypothèse précédente implique r/ 2 = +00, et, réciproquement, 

n>0 

est vérifiée dès que 77 ^ l 2 (N) et que la suite (2 3ri//2 77 n ) ngN est croissante 
à partir d'un certain rang. 

On voit qu'il subsiste une lacune à combler entre l'hypothèse l 1 don- 
nant le théorème 8 et l'hypothèse du type non-Z 2 donnant les contre- 
exemples. 

Il faut également prendre garde au fait que cette discussion de l'opti- 
malité porte sur des classes d'espaces de Banach, et non pas sur les 
espaces considérés séparément. En effet, il existe aussi, pour toute suite 
77 l 2 , un espace de Banach E, compatible et associé à r], pour lequel 
on peut trouver un espace F formant avec E un couple admissible. 
Il suffit de prendre E = E D L 3 (R 3 ), où E est n'importe quel espace 
vérifiant (12TI) avec 7/ : la construction originelle de Kato convient à E. 

Les contre-exemples du théorème 11 sont toutefois suffisamment na- 
turels pour inclure l'espace de Besov B^ ,OQ , comme on le verra dans 
la quatrième partie (voir également la Proposition 22). 

Corollaire 12. Il est impossible de faire fonctionner la méthode KW 
à partir de E = I?" 1 ' 00 ^ 3 ). 

L'importance de ce résultat provient de la maximalité de i?^ 1,00 , ob- 
servée par Meyer [M]. 

Proposition 13. Tout espace de Banach invariant et qui s'injecte con- 
tinûment dans S' est inclus dans B^' 00 , avec injection continue égale- 
ment. Plus précisément, il existe une constante C > telle que pour 
toute f G E et tout j G Z ; 

||A,/|U< CV\\f\\ E . 

Freuve. Soit k(x) = e~4M 2 . Si E est un espace de Banach inclus dans 
S', il existe une constante C telle que 

!(/,*)! <c||/|U 
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pour tout / G E. Puisque E est invariant par translation cela signifie 

||e A /|| i0 o < C\\f\\ E . 
Comme E vérifie Q, on en déduit par changement d'échelle 

||e tA /|| LO o < Cr 1 / 2 \\f\\ E 

pour tout t > 0. 

Or, sup Vt ||e' A /||ioo est une norme équivalente à la norme de -B^, 1 ' 00 
t>o 

(voir par exemple Cannone [Ç] pour une démonstration), d'où la propo- 
sition. □ 

La preuve des deux résultats positifs (théorèmes M et [9]) est donnée à 
la suite de ces lignes : l'espace F est un espace de type Besov construit 
au-dessus de E. Le théorème [TT] est de démonstration plus délicate : la 
quatrième partie lui est consacrée, après que dans la troisième on mon- 
tre comment on peut retrouver l'ensemble des résultats préalablement 
connus. 



2.3. Existence : preuve du théorème 8. 

Soit E un bon espace, et N un réel > 0, pour le moment quelconque. 
L'espace F sera l'un des espaces notés C E ,oc : par définition, / G C E '°° 
signifie que 

dans S', que Ajf G E pour tout j, et que 

ll/ll^oc = sup(l + 2 j ) N || Aj/We < +oo. 

Cet espace est bien complet. 

Puisque, d'après la Proposition 13, on a 

IIA^lUoc < c y WAj/We, 

l'espace C E '°° est inclus dans L°° quand N > 1. En particulier, le 
produit de deux éléments de C E '°° est défini dans ce cas. Il n'y a en 
revanche aucune raison pour que C E ,oc soit inclus dans E, quel que soit 
N. 

On choisit maintenant et pour toute la suite le paramètre N parmi 
les entiers pairs > 4, et on note F = C E ,oc . Il s'agit de démontrer que 
le couple (E, F) est admissible. 

La propriété (PI) est vraie par hypothèse sur E. 

La propriété (P2) résulte d'une série de remarques simples. 

Tout d'abord, l'injection de F dans L°° implique celle de F dans S' 
(continûment). Pour vérifier que la classe S s'injecte dans F, on utilise 
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l'existence d'une fonction ip N G C°°(IR + ), Supp^^ = [|,4], telle que, 
pour tout j G Z 

(22) 2^A j = A iiJV (-A) JV / 2 , 

où A iiJV = V*(-4 -i A). Si / G 5 C E, alors (-A) N/2 f G 5. En vertu 
de l'invariance par translation de E, L l est un module de convolution 
sur E, donc il existe une constante C telle que 

P jN ^î\\ E < C 

pour tout j. Ceci implique f E F. On vérifie sans peine la continuité 
de l'injection. 

Ensuite la norme F est invariante par translation parce que E est 
invariant, et pour la même raison, F est stable par homothétie de 
rapport À, À > 0. Si t > 0, f E F, alors est équivalente à 

svv(l + 2?y/t) N \\Ajf\\ E , 

et ce uniformément par rapport à t. On identifie dans la suite ces deux 
normes. Il devient évident que les où t appartient à un compact 

de ]0, oo[, sont uniformément équivalentes entre elles. 

Enfin, si f E E alors e A fEEce qui implique 

sup ||Aj-e A /||.E < +oo. 

On a de même (-A) N/2 e A f G E, donc d'après (J22D 

sup2 j7V ||A je A /|| E < +oo. 

Ceci montre que e A est continu de E dans F, et achève de prouver que 
(P2) est vraie. 

On note la formule utile 

(23) Aj é A = (VVt)- N {-tAf/ 2 e tA A jjN . 



Il reste à vérifier (P3). Soient u,v G J 7 , qu'on suppose pour simplifier 
un peu de norme 1 tous les deux : ||«||^- = \\v\\f = 1. On doit d'abord 
montrer l'existence d'une constante C telle que 

(24) ||A iJ BM(t)|| E <C(l + 2^Vtr Ar 

pour tous j E Z, t > 0, où B(u, v)(t) est la distribution tempérée définie 
par 

B{u,v){t)= [ e ( '~ r)A P(D)u(r)v(r)dr. 
Jo 
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Cette formule est à interpréter comme la série 

B(u,v)(t) = /* A,{e^ A P(D)u(r)v(r)}dr, 

dont la convergence dans S' est une conséquence de ( )24|) . En effet, la 
Proposition 13 entraîne 

\\AjB(u 7 v)(t)\\ Laa < C2 j , 

ce qui implique que B(u,v)(t) G B^'°° et que, AjB(u,v)(t) étant le 
terme général, la série converge pour la topologie faible * de B^'°°. 

Le point de départ est l'inégalité élémentaire 

)v (t)\\ e dr. 



lA^^IU < f ||A je (^ A P{D)u{t) 
Jo 



Lemme 14. Il existe pour tout p > une constante C, ne dépendant 
que de p, telle que 

\\A 3 e^ A P(D)u(t)v(t)\\ e < C(l + VVt^y p y \\A 3 u{t)v{t)\\ e . 

Preuve. On part de ( fTBT) pour écrire A^Aj = Aj. L'opérateur P{D) 
étant "à coefficients constants" , on en déduit 

||A,e^ A P(D)u(t)v(t)\\ e < \\Â je ^ A \\ \\ÂjP(D) || \\A jU (r)v(T)\\ E . 

L'action de L 1 sur E par convolution implique ||A J e^ T ' )A || < C, et de 
plus, si 2i\ft — t > 1, la formule (1231) s'applique (quitte à choisir à la 
place de N un autre entier pair supérieur à p) et donne 

iia^-^ii <C(2^Vt^y P - 

D'autre part, il existe ijfl G C°°(IR + ) à support dans ]0, +oo[ telle que 

ÂjP(D) = 2 j ^{-A- j A). 

Ceci implique 

||Â>(D)||<C2''. 
Le lemme en résulte directement. □ 

On est ainsi ramené, pour prouver (124"j) . à estimer la quantité 

Bj{t) = V f (1 + VVt^y P \\A 3 (u(r)v(r))\\ E dr, 
Jo 

où p est un réel > qu'on choisira plus tard. 
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On utilise la formule (118p . sous une forme modifiée obtenue après 
regroupement de termes s'écrivant 

(25) Aj{fg) = (Ajf Sj- 2 g) + {Sj~ 2 f Ajg) 



\ k>j-A ' 

Il suffit d'indiquer comment s'estiment les deux termes suivants : 

Rj(t) = T [ (1 + ^Vt^f)' p WAjU^S^v^We dr, 
Jo 



Aj( A fc w(r)A^(r)j 



' k>j-4 



dr. 



Si v(t) G F, alors Sj-2v(r) = Aj/v(r) dans S'. L'inégalité 

j'<i-3 

( I2Ô1) donne alors 

||A i w(r)S' i _2^(r)|U < ||A iU (r) A^(r)|| E 

< C2 j \\A jU (T)\\ sup \\A jlV (T)\\E 

y 

< C2 j (i + 2 j ^y N - 

On obtient pour le terme rectangle 

Rj(t) <C (1 + 2 j Vt^y P (l + 2 j ^y N A j dr 
Jo 

<C (1 + AH - s)- p/2 (l + s)- N/2 ds. 
Jo 

En choisissant p > N, il vient 

(26) Rj(t) < C min(l,4 J 't)(l + 2 j Vt)~ N . 



Pour le terme carré, on utilise l'inégalité (l21j) . ce qui donne 

C 5 {t) < C f (1 + y VT^)" 1 ' V 77^(1 + 2 k ^Y 2N ^ k dr. 
Jo , 

Si 2 j Vt > 1, il vient 



k>j-A 



çA t 

Cj(t) < C V ^ / (1 + 4 J t - 4 J '- fc s)- p / 2 (l + s) _Jv ds. 



k>j-A 
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En choisissant p > 2N on obtient 

k>j~A 

c'est-à-dire 

(27) Cj(t) <c(i + vVty 2N . 

Lorsque 2 J '\/£ < 1, un calcul analogue donne 

C 3 {t)<C Vk-j min(l,4 fc t), 

k>j-A 

soit 

(28) Cj{t) < Ce{4H), 

où e est la fonction définie sur R + par la formule 

n>-4 

C'est une fonction positive, croissante, bornée, et surtout vérifiant 
lime(s) = 0. 

Les inégalités (!26l -[271- [28l donnent finalement une version plus forte 
de ([21]), qui s'écrit 

(29) \\AjB{u,v)(t)\\ E < C e{AH){l + 2 j Vt)~ N . 

La fonction e permet de prouver que B(u,v)(t) tend vers dans S' 
quand t tend vers 0. En effet, si / G S, on a 

{B{u,v)(t),f) = Y,(*jB(u,v){t),A j f) 

La Proposition 13 et l'inégalité (129]) entraînent 

WAjBfavWWu*. < C e(2H)2 j , 

ce qui implique 

\(B(u,v)(t)J)\<C 2j An»- 

L'espace des distributions tempérées / telles que 

]T V\\Âjf\\ L1 < +oo 
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et lim Sjf = est l'espace de Besov homogène ^^(M 3 ) ; c'est le 

prédual de B^'°° (voir Triebel [E]). Par convergence dominée, on 
obtient donc 

hm B(u,v)(t) = 
pour la topologie faible * et de même, pour tout t > fixé 

lim SjB(u,v)(t) = 

pour cette topologie, et par conséquent dans S'. Ainsi B(u,v)(t) G F 
pour tout t, et sup \\B(u, v)(t)\\ tt p < +oo. 

Il reste à montrer que B(u,v)(t) dépend continûment de t > pour 
la topologie de F. 

Soient t > et h > 0, h<\. Si a e]0, f], on a 

ra+h 

B(u,v)(t + h) - B(u,v){t) = / e {t+h - T)A P(D)u(t)v(t)(1t 

Jo 

+ ! e {t - r)A P{D)[u{r + h)v{r + h) - u{T)v{r)]dr. 

J a 



En reprenant les calculs qui ont conduit à ( 1291) . on prouve 

(30) \\B(u,v)(t + h)- B(u,v)(t)\\ t:F 

< C sup e(4 J a + 4 J 7i)(l + 2 J Vt) _1 + C sup £(4 J a)(l + 2 J Wi)~ l 

+ C sup {||«(t + /i) -u(t) \\ t ,f+ \\v(r + h) - v(r)|| TjF }. 

re[œ,t] 

Par définition de JF, on a pour tout a > fixé 

lim sup {||w(t + h) — m(t)|| T) _f + ||t>(r + h) — v(t)\\ t f} = 0. 

re[a,t] 

On a aussi pour tout t > 

lim sup e(4 J a)(l + 2V*)" 1 = 0, 

d'où il résulte que \\B(u,v)(t + h) — B(u,v)(t)\\ tjF tend vers avec 
h > 0. 

Le cas /i < 0, tout à fait analogue, est laissé au lecteur. Le théorème 
8 est ainsi complètement démontré. 
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2.4. Régularité : preuve du théorème 9. 

L'espace associé à E est, lorsque nr] n < +oo, différent de l'espace 

n>0 

F précédent ; on le note G. C'est l'espace de Besov inhomogène B^ ,QC 
construit au-dessus de E, défini par les conditions S f e E et Ajf G E 
pour tout j > 0, avec 

||/||g=||5 , o/||b + su P 2^||A i /|| E < +oo. 

L'entier N est choisi comme à la section précédente. 
Si t > 0, la norme est équivalente à 

sup (2>Vt) N \\AjfWs, 

où j(t) est défini par les inégalités 2 _J w < y/t < 2~ 3 °(*) +1 , et ce uni- 
formément par rapport à t. On identifie donc les deux normes. Enfin, 
on note Q au lieu de T l'espace des u telles que 



\\u\g = SUp |mt)|| tjG < +00 

t>0 

qui dépendent continûment de t. 

La preuve du théorème 9 est parallèle à celle du théorème 8, et 
presque complètement laissée au lecteur. Deux points méritent d'être 
détaillés, qui expliquent l'introduction de l'hypothèse nr] n < +oo. 

n>0 

Le premier est la démonstration de l'inégalité 

\\Sj(t)B(u,v)(t)\\ E < C \\u\\g \\v\\g. 

On part de 

\\S m B(u,v)(t)\\ E < \\^B(u,v)(t)\\E, 

3<j(t) 



et, démontrant que (l29jl est encore vrai, on obtient si \\u\\g = \\v\\g 
\\S m B(u,v)(t)\\ E <C J2 E ^min(l,4^t) 

j<j(t) n>-4 
<C ( 5 + U ) Vn- 



n>-4 



Le deuxième est la démonstration de 

lim \\S m {B{u,v){t + h) - B{u,v){t)}\\ E = 0. 
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L'argument est semblable à celui utilisé pour (lïïUj) . à condition de rem- 
placer e{APa) par 

è(t } 4 j a)= r?„min(l,4 n+J a), 

j<j(t) n>-4 

et de même pour e(4 J a + 4 J 7i). Comme on a bien, pour tout t > 

lim e(t, 4? a) = 0, 

le raisonnement est inchangé. 

2.5. Autres résultats de régularité. 

Le théorème 9 est en fait valable sous une condition légèrement plus 
faible, qui sera utilisée dans la prochaine partie. 

Proposition 15. Soit E un espace fonctionnel invariant tel que 

a) si f,g G E avec Supp / C Tj et Suppg C Bj^ 2 ,j G Z, alors fgEE 
et 

\\fg\\E<CV \\f\\ E \\g\\ E , 
où C est une constante ne dépendant que de E, 

b) il existe une suite (^ n )„ e z telle que nr\ n < +oo et, si f,g G E 

n>0 

avec Supp / C T k , Suppg C T k , alors Aj(fg) G E pour tout j G Z, et 
||A,(^)|U<r /fc _ J 4 fc 2-' ll/IU \\g\\ E . 

Alors, il existe un espace de Banach G G E tel que le couple (E, G) 
soit admissible. De plus, si u G G est une solution de (TJP pour une 
donnée initiale u G E quelconque, alors 

- u G C ([0, oo[; E) si S est dense dans E, 

- u G C (]0, oo[; E) et limw(t) = u pour la topologie faible * si S est 
dense dans le prédual de E. 

Preuve. On considère le même espace G que dans le théorème 9. Le 
seule différence avec les preuves précédentes est dans le traitement des 
produits du type Aju(r) Sj^ 2 v(t), où u, v G G- L'hypothèse a) donne 

\\AflL(j)S j -. 2 v{j)\\ E <C2t \\A jU (t)\\e \\S 3 - 2 v(r)\\ E . 

Si j — 2 < j(r), alors \\Sj^ 2 v(r) \\e < C \\v(t)\\ Tj g, tandis que si j — 2 > 
j(r), alors 

j-i 

\\S S - 2 v(t)\\ e < \\S siT) v(r)\\ E + W A ^)h 

k=j(r)+l 

< C \\v(t)\\ TiG . 

On en déduit 

\\A jU (r) S^ 2 v(r)\\ E < C V {\ + 2?y/ï)~ N \\u\\ Q \\v\\ Q , 
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puis l'inégalité (1261) . On termine la preuve comme pour le théorème 
9. □ 

Enfin, la régularité de la solution peut encore être améliorée si l'hypo- 
thèse a) de la proposition précédente est renforcée. 

Proposition 16. Soit E un espace vérifiant toutes les hypothèses pré- 
cédentes, à l'exception de a), remplacée par : 

a 7 ) si f, g G E avec Supp / C Tj et Suppg C Bj_ 2 ,j G Z, alors fgEE 
et 

\\fg\\E<C\\f\\ E ||<7|U~, 
où C est une constante ne dépendant que de E. Alors, toute solution 
u G G de l'équation (Qp est de classe C°° sur ]0, oofxIR 3 . De plus, pour 
tout entier n et tout multi-indice a, il existe une constante C n et une 
constante C a telles que 



d n 



(31) 
et 

(32) |£Çu(f,a;)|< 
pour tout t > 0, x G M 3 . 



< 



fn+1/2 

t(M+i)/2 : 



Preuve. La clé est dans la modification suivante de ( 1261 : 
(33) Rj(t) < C min(l,4 J t) (l + 2 j Vt)~ N ~\ 

valable lorsque u, v G G- Pour le voir, on écrit si j — 2 > j(r) 

Sj-2V(T) = A M T ) + S 3<T) V ( T ) 

j(r)<j'<j-3 

et on utilise la Proposition 13. On obtient, puisque N > 1, 

\\S^ 2 v(r)\\ L oo < C (2 j 'V^y N \\v\\g + C2 j ^\\v\ 

j(r)<j'<j-3 

<r C II II 



On en déduit que 



2 j 

\Sj-iu{T)\\L-o < C 1 + 2j ^- \\v\\g 



pour tout j G Z. L'inégalité (133]) en découle en utilisant a') pour 
/ = Aj-u(r) et g = S^ 2 v{r). 

Si on note momentanément Gn au lieu de G, afin de rendre apparent 
le paramètre N, les inégalités (127]) et (IÏÏ31 montrent que B envoie Gn x 
Gn dans Gn+i ■ 

\\ B (u,v)\\ç N+1 < C N \\u\\ç N \\v\\ç N . 
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Comme Su G Gn pour tout N quand u G E, un argument de "boot- 
strap" classique donne u G Gn pour tout N également. On en déduit 
(152]) par des calculs semblables aux précédents dont le détail est laissé 
au lecteur. Cela implique ensuite (IÏÏTT) . □ 



2.6. Existence et régularité locales. 

Pour résoudre localement l'équation (1) sans condition de taille sur 
la donnée initiale, on pose a priori u = Su + v, ce qui donne l'équation 
suivante d'inconnue v : 

(34) v = B(Su , Su ) + 2B(Su , v) + B(v, v). 

Si T > est, pour le moment, quelconque, on désigne par Tt l'espace 
des fonctions continues v de ]0, T[ à valeurs dans F, telles que 



\\v\\f t = SUp ||f(t)||t,F < +00. 

t>0 

L'espace F est l'espace C^ ,OQ utilisé pour prouver le théorème 8. On 
définit de la même manière l'espace Gt- 

Soit L l'opérateur linéaire défini par 

Lv = 2B(Suo, v). 

sur Tt ou Gt- Bien qu'on ait ainsi défini plusieurs opérateurs, on les 
désignera de la même façon dans la suite. 

11 résulte des preuves des théorèmes 8 et 9 que, sous leurs hypothèses, 
L est continu sur Tt et sur Gt, uniformément en T, et pour tout Uq G E. 
Les résultats locaux seront une conséquence de l'observation suivante. 

Lemme 17. Si lim ||A,-izo||.e = ; alors les normes de L sur Tt (si 

T] n < +oo) et sur Gt (si nr] n < +oc) tendent vers avec T. 

n>0 n>0 

Admettons- le un moment. Si T est assez petit, l'opérateur I — L est 
inversible sur Tt ou Gt, et l'équation (l34"j) est équivalente à 

(35) v = (I- L)' 1 B(Su , Su ) + (J - L)- x B{v, v). 

Le théorème 3 peut donc s'appliquer. Comme (I — L)^ 1 B(Suo, Su ) = 
\{I — L)~ l L(Suo) , le lemme 17 implique aussi 

lim ||(/ — L)~ l B(Su , Suq)\\f t = 



si 



r] n < +oo, et de même dans Gt si ni] n < +oo. 

n>0 n>0 

On peut donc résoudre flÏÏïïl) . 
Ecrivons les résultats obtenus. 
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Théorème 18. Soit E un bon espace et u G E tel que 

lim ||AjUo||s — 0. 

Alors il existe T > tel que l'équation (1) admette une solution u dans 
Tt- De plus, si ni] n < +oo, alors u E Gt et donc 

n>0 

- u G C([0,T[; E) si S est dense dans E, 

- u G C(]0, T[; E) et limw(t) = u pour la topologie faible * si S est 
dense dans le prédual de E. 

Le reste de ce paragraphe est consacré à la preuve du lemme 17. 
On se place d'abord dans Tt '■ soit v = (v(t))o <t< T tel que 

\\A jV (t)\\E< {i+2 j Vïy N 

pour tous j G Z et t g]0,T[. Reprenant la preuve du théorème 8, on 
se ramène à estimer les trois termes suivants : 

R'jit) = 2 j [ (1 + 2 j Vt^y P \\AjSuoir) Sj- 2 v(t)\\ e dr, 
Jo 

R';(t) = 2? [ (1 + VVt^y P \\S 3 - 2 Su (t) A jV (r)\\E dr, 
Jo 

Cj{t) = 2? [ t (l + yVt^y P Ajf Y, A k Su (r)A k v(r)) dr. 

Chacun de ces termes est estimé comme dans les inégalités (25-26-27), 
en suivant soigneusement la dépendance par rapport à u . On utilise 
toujours l'inégalité 

||A^o(t)|U < C (1 + 2^)~ N \\A jUo \\E, 
qui se démontre comme le lemme 14. 

On obtient ainsi pour le premier terme rectangle : 

R'jit) < C min(l,4 J 'i) IIA^I^l + 2V*)"" 
de la même façon qu'on a obtenu (25). Pour le second, on écrit 

\\S^ 2 Su (r) A jV (t)\\e < C 2J ' \\ A J' Su o(r)\\ E ||A^(r)|| Ê 



-N 



<C2 j (l + 2 j ^) N 2j '~ J ll A ^o|U- 

j'<3-3 

On en déduit la majoration 

R" 3 {t) < C min(l,4 J t) ^ 2 j '~ j \\A jt u Q \\ E (l + 2 j Vt)~ N . 



3'<j-3 
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Enfin, on a pour le terme carré 
Cj(t)<C f (l+Vy/t=7)- p Vk- 3 \\^kU Q \\ E {W k V^y 2N ^ k dr. 

Comme pour (26-27), on obtient 

Cj(t)<C Vk-jW&kUoh min(l,4 k t) (l + 2>Vty 2N . 

k>j-A 

L'ensemble de ces estimations donne 
(36) (1+2?VÏ) N WAjBiSuoivWWE < 
C{mm{l,A j t)J2 2j '~ j W A r u o\\E+ %-il|A^ |Umin(l,4 fe 0}- 

j'<j k>j-4 

Il est élémentaire de vérifier que le terme entre accolades tend vers 
avec t, uniformément par rapport à j, si lim ||Ajizo||.E = 0. 

Cela prouve que la norme de L sur Tt tend vers avec T. 
Lorsque '^^nr] n < +oo, l'extension à Gt repose encore une fois sur 

n>0 

l'inégalité 

\\S m B(Su ,v)(t)\\ E < Y, WAjBiSuo^WWE. 

i<j(t) 

On injecte l'inégalité (lïïïïj) . et on conclut : les détails sont laissés au 
lecteur. 

3. Liens avec les résultats antérieurs 

3.1. L'espace L 3 (M 3 ). 

C'est sur cet espace que Kato a construit des solutions de jT]) suivant 
la méthode de la première partie. 

Proposition 19. L 3 (IR 3 ) est un bon espace. 

Preuve. L 3 (M 3 ) est un espace fonctionnel invariant. L'inégalité (Î2U1) 
résulte de la Proposition 13 et de ce que toute fonction bornée est un 
multiplicateur de L 3 . 

Soient f,g G L 3 , Supp/ C L fc , Suppg C L fc , et j < k + 4. Puisque 
fg G L 3 / 2 , l'inégalité d'Young donne 

||A,(/s)|| L 3 < C V \\fg\\ L m < C V \\f\\„ \\g\\„. 

Ceci montre (12 ip avec r\ n = 4~ n , et conclut la preuve. □ 

Kato a employé dans [K] un espace T différent de celui utilisé dans la 
preuve du théorème 8 (ou du théorème 9, qui s'applique) : les résultats 
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d'unicité de Furioli-Lemarié-Terraneo montrent que ce sont les mêmes 
solutions qui sont obtenues ([F,LR,Te]). 



3.2. Espaces de Lorentz. 

Meyer a montré comment faire fonctionner la méthode KW dans 
£(3,oo) q m j)_ On a en fait la 

Proposition 20. Si 1 < q < oo, l'espace L ( - 3,q ' est un bon espace. 

Preuve. On rappelle que, si 1 < p, q < oo, une fonction mesurable / 
appartient à lorsque 

fa f + °° dt\ 1/q 

imu«) = (j j o [t 1/p r(t)Y T j <+oo, 

et si 1 < p < oo et q = oo, lorsque 

imUoo) = su P t i / p r(t)<+oo. 

t>0 

On a noté /* le réarrangement décroissant de / : 

f(t) =inf{ S >0;|{|/|> s}| <t}, t>0. 

Si p > 1, il existe une norme sur L^ p,q \ équivalente à || • || L ( P , 9 ) (qui n'est 
pas une norme), et qui rend L^'^ complet (Stein-Weiss [S,W], chapitre 
V). Enfin, L( p ' p ï n'est autre que L p . 

Parmi tous les espaces de Lorentz, ce sont les Z^ 3,9 ) qui sont invari- 
ants. 
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On a bien sûr S C L (3>9) , et l'inclusion L 3,9 C L P1 + L P2 , où 1 < pi < 
3 < £>2, montre que l/ 3,9 ) c 5' et que lim Sjf = si / G L^ 3 '^. Les 

j->-oo 

£(3,g) gon -(- (j OIlc des espaces fonctionnels invariants. Pour montrer qu'ils 
sont compatibles, on note d'abord que les fonctions bornées sont des 
multiplicateurs de ces espaces, ce qui donne (19) (avec la Proposition 
13). D'autre part, on a 

(37) Wf9\\ L ite < C ll/ILo.» \\g\\ L <M 
et 

(38) \\h*F\\ L(3 , g) <C \\h\\j \\F\\ L(lq) . 

Si on admet ces deux inégalités, alors on montre que (121]) est vérifiée 
avec 7] n = 4~ n , exactement comme dans le cas de l'espace L 3 . 

Il suffit de démontrer (1371) dans le cas où / = g. L'identité (/ 2 )*(£) = 
f*(t) 2 implique l'inégalité 

ll/ 2 |l i( f,) < C H/lUoo) ||/|| i( 3„), 

et on conclut avec l'inclusion L^ 3 '^ C L^ 3,00 \ 
Pour obtenir ( 1381) . on part de 

\\h*F\\ L r < \\h\\ L s H/IUp 

chaque fois que l<p<3et^ = - — |. Le théorème d'interpolation 
de Hunt ([S,W], p. 197) fournit 

\\Jl* F\\ L (.r,q) < C \\h\\ L 3 \\f\\ L (p, q ) 

pour tous p e]l, 3[ et q G [1, oo]. On en déduit (15511 . □ 

3.3. Espaces de Besov et de Triebel-Lizorkin. 

Les espaces £>p ont été étudiés par Cannone dans sa thèse, no- 
tamment pour 3 < p < 6, et lui ont permis de construire des solutions 
auto-similaires des équations de Navier-Stokes ([C]). 

Proposition 21. Les espaces Bp , l<q<ooetl<p< oo, sont 

■ --1,9 

de bons espaces. Il en est de même des espaces F p p , 1 < p, q < oo. 

Preuve. Le paramètre de régularité ^ — 1 est ajusté pour que ces 
espaces soient invariants. Ce sont des espaces fonctionnels : voir [Tr]. 

• --1,3 • --1,9 

Ici, E désigne indifféremment l'un des Bp ou des F p p , 1 < 
p < oo fixé, 1 < q < oo (Besov) ou 1 < q < oo (Triebel-Lizorkin). On 
utilisera la remarque importante que pour tout k G Z et / G E avec 
Supp/ C Tk on a \\f\\E ~ 2 k( -p~^ ||/||lp uniformément pour G Z. 
Noter que l'indice g n'apparaît pas. Cela résulte de l'équivalence des 
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normes sur E obtenues en partant de deux analyses de Littlewood- 
Paley différentes. 

Soient f,g G E, Supp f C T k , Suppg C Ti, k, l G Z et j G Z. 

Si \k — l\ > 3, et par exemple l < k — 3, alors /g = Ak(fg), donc 

II^IU<C2 fc( f- 1) H/^IUp 

< L7 2 fc( |- 1} \\f\\ LP \\g\\ L „ 

< C2 l ll/IU 

d'après la Proprosition 13 une fois encore. 

Si \k — l\ < 2, on utilise à nouveau l'inégalité d'Young. Si p > 2, on 

a 

\\^{fg)\\ E <C2^) \\^{fg)\\ LP 
<C2^ \\fg\\ LP/2 

< C 2^f-« ll/Hip I^IUp 

< C 2^1-^ 2 k \\f\\ E \\g\\ E . 

Cela prouve ([20} et ([21]) avec t] n = 2 ï . 

Si 1 < p < 2, et toujours lorsque \k — l\ < 2, on écrit 

||A,(^)|U< WAjifg)^ 

< C2^ \\fg\\„ 

< C2 2 i \\f\\ LP \\g\\ LP , 

< C2^ k ll/IU \\g\\ E 

ce qui prouve (19) et (20) avec r\ n = 2~ 3n . □ 

Remarque : si p > 6, fg^Een général, même sous les hypothèses 
de (EU). 

Dans ces exemples, p = oo apparaît comme valeur critique. On a en 
effet le résultat suivant. 

Proposition 22. Les espaces B^ ,q , 1 < q < oo, ne sont pas de bons 
espaces. Ils sont compatibles et vérifient / fTPj) avec 7] n = C pour une 
certaine constante C, et ce choix de la suite r\ est le meilleur possible. 

Preuve. La compatibilité de ces espaces se démontre comme dans le 
cas p < oo, et on trouve r\ n = C. 

Soit cj) E S telle que Supp0 C B . Si X\ désigne la première coor- 
donnée de a; G M 3 et si A; G N, on pose 

f(x) = 2 k e~ i2kxi (f)(x), 
g(x) = 2 k e t2kxi (j){x). 
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Alors /, g G Bj' 5 pour tout g, de normes ||0||l°°, avec Supp/ C Tk et 
de même pour g. On a 

A (fg)=A k A o (0 2 ), 

donc 

l|Ao(/s)||^ = 4 fc ||A O (0 2 )|| L ~. 
Ceci prouve que si r\ est une suite pour laquelle ( fT9|) est vraie dans 



Bj'', alors 



?7 n > sup - 



A r ^ 



pour tout n > 0. La proposition est démontrée. □ 

Le corollaire 12 énonce bien entendu une propriété beaucoup plus 
forte de l'espace -B~ 1,x 



3.4. Espaces de Morrey. 

Sil<g<p<oo, une fonction / G L\ oc est dans l'espace de Morrey 
M? lorsque 

sup Rï(-f \fA /<? <+oo, 
\Jb(x ,r) / 

où la borne supérieure est prise sur tous les xq G M. 3 et les R > 0, et 
où _f B désigne ^/ B . 

Les espaces Mf sont des espaces de mesures : on dit qu'une mesure 
de Radon v appartient à Mf lorsque 

sup i?p ^ v ^ J < +oo. 

Les espaces de Morrey invariants sont les Mjj, 1 < q < 3. 

Proposition 23. Les espaces M|, 1 < q < 3, sont de bons espaces. 

Preuve. Que ces espaces soient des espaces fonctionnels (définition 5) 
n'est pas évident, mais cependant déjà connu : voir par exemple [M]. 

L'inégalité ( 12Ô1) s'obtient avec l'argument utilisé à plusieurs reprises, 
selon lequel toute fonction bornée est un multiplicateur des espaces de 
Morrey. 

Soient maintenant f,g G M 3 , 1 < q < 3, qu'on suppose de normes 

1 pour simplifier, telles que Supp/ C T k , Suppg C T k , k G Z, et soit 
j G Z, j < k + 4. Il s'agit d'estimer 

\JB(x ,R) / 

uniformément par rapport à i?. 
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On commence par démontrer l'existence d'une constante C telle que 

Cn\ Il A (f Ml ^l CA ^ sig>2, 

(39) ll A i(/^)IU-<| c# (i- ? /2) 4 ,V2 ) sig<2 

Pour le voir, on écrit, en choisissant N assez grand : 

\A*(f9)(x)\ < C 2* J(l + 2i\x - y\)- N \f(y)g(y)\dy 
<C2^ [ \f(y)g(y)\dy 

JB(x,2-3) 

+ c Y, 23i2 ~ nJV / \f(y)g(y)\dy 

n >0 JB(x,2»+i-i)\B( I ,2»- 3 ) 

<C V 2-'^~ 3 ) / |/(y)y(y)|dy. 

n>0 JB(x,2»-i) 

Si g > 2, on applique la définition de M 3 directement : 

„>0 WB(i,2»-i) / 

n>0 

< C 4 j . 

pourvu que N > 1. 

Si g < 2, on utilise la Proposition 13, qui implique ICI f foc < C 2 k 
et de même pour g, en écrivant 



\A s {fg)(x)\ < C WfgWÏÏ* J2 2 ~ n(N ~ Z) / \f9\ 

„>0 JB(x,2»-t) 



g/2 



Des calculs analogues aux précédents donnent le résultat dès que N > 
3 - g/2. 

Revenons à Ij. Dans le cas où R < 2~\ (I3"9"|) donne 

„ a /, m, „ fc 4 j ~ fc 4 fc 2--»' si g > 2, 
o _ n jw y; iii. ~ ! C 4& - *>«/ 2 4 fe 2~* si g < 2. 
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Dans le cas où R > 2~ J et q > 2, on commence par estimer 
\^{f9){x)\ ql2 <{c J 2^{l + X\x-y\y N \f(y)g(y)\dyj /2 
<C J 2^{l + 7?\x - y\y N \f{y)g{y)\ q/2 dy 
< G I 2*(1 + V\x - y\)- N \f{y)g{y)\ q/2 dy 

J\x-y\<R 

+ [ 2^{y +n R)- N \f{y)g{y)\H 2 dy 

„^. n J2 n R<\x-v\<2 7l + 1 R 



n>0 



d'où l'on déduit, si iV > 3, que 



/ \^{fg)\^<C T(2 j+n R)' 

JB{x ,R) n>Q 



(iV-3) _j_ |^|,/2 
B(0,2 n + 2 R) 



< C (1 + 2 j R)- N+3 R- q 

< C R~ q . 

On interpole ensuite cette inégalité avec fl39l) . pour obtenir 

ij< R WWfgnft (-f \^(f9)\ q/2 ) 1/q 

\Jb{x ,r) / 

< C 2 j 

= C 4 i ~ fc A k 2~ j . 

Dans le cas où R > 2~ J et q < 2, on commence par observer comme 
ci- dessus que 

/ |A i (/^)| < C7 ^(2^)^ +3 / \fg\. 

JB(x ,R) n > JB(xo,2"+ 2 R) 

Ecrivant ensuite 

\f(y)g(y)\<\\fg\\l~ q/2 \f(y)g(y)\ q/2 , 

on obtient 

/ \Aj(fg)\ < C 4 k ^- q ^R- q . 

JB{x ,R) 

Enfin, on interpole avec ( 1391) : 

J,< RWAjifg)]] 1 ^ (-f lAjifg)^ ' 

\JB(x ,R) 

< c A k{1 ~ q,2) 2 i(9 ~ 1) 
= C 2^~ k ^ q A k 2~i 
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Au total, on a prouvé (l2"Tj) . avec rj n = 4~ n si q > 2 et rj n = 2~ qn si 
g < 2, ce qui clôt la démonstration. □ 

Le même type de calculs sera utilisé dans la partie suivante, où 
l'espace de Morrey Mf joue implicitement un rôle. 

3.5. Espaces de Konozo et Yamazaki. 

Il s'agit d'espaces de Besov au-dessus d'espaces de Morrey, notés ici 
B S ^ P , s ER, l<ç<j9<ooetl<r<oo {M^ r dans [Ko, Y]). La 
norme se calcule par 

||(2^||Â,./|| Mf ).|| r . 
Ceux d'entre eux qui sont invariants sont caractérisés par s = | — 1. 

Proposition 24. Pour l<q<p<ooetl<r< oc, les espaces 
■ â_i, r 

B^p sont de bons espaces. 

La preuve est une adaptation des calculs des deux sections précédentes 
en utilisant que si E = B V MV ' , / G E et k G Z, 

||A fc /b = 2 fc (i- 1 )||A fe /|| A/ P. 

On trouve 

ç<2. 

Les détails sont laissés au lecteur. 

3.6. Espaces définis par des conditions sur la transformée de 
Fourier. 

Le Jan et Sznitman ont résolu l'équation (JTJ) avec donnée initiale dans 
l'espace des distributions tempérées / telles que |£| 2 jf(£) soit borné sur 
M 3 ([Le,Sz]). Cet espace est caractérisé par la condition 

sup4 J ' ||Â7?||l~ < +oo. 

L'inégalité 

IIAÏ/IU» < C 2 3 ^ \\Arf\\ L ~ 
suggère une généralisation. Si 1 < q < oo, on note F q l'espace des 
distributions tempérées / telles que 

||/iU = sup 2^l<ù ||A7?|| L9 < +oo. 
j'ez 

Remarquer que F 2 = B^ 2 ' 00 , et que F\ est l'espace de Besov È A 1,co 
construit au-dessus de l'algèbre de Wiener A. 

Proposition 25. Les espaces F„ sont de bons espaces pour 1 < q < oo. 



n 
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Preuve. On laisse au lecteur le soin de vérifier que ce sont des espaces 
fonctionnels invariants. 

Soient f,gE F q , Supp / C T k , Suppg C T;, k, l G Z, et soit j G Z. 

Si \k—l\ > 3, et par exemple l < k— 3, on écrit, puisque fg = Ak(fg), 

\\fg\\ Fq <C2^-^ \\f*g\\L« 

< C2 k(2-3/ q) ||J|| L9 

<C||/|| Fg 2 3 ^' \\g\\ Lq 
<C2 l \\f\\ Fq \\g\\ Fg , 

ce qui démontre ( Î2Ô1) . 
Si \k — l\ < 2, on a 

WAjifg)]^ <C2^) ||7*5|| LS 

< C , 2 *(2-3/ g ) 2 3fc /«'||/|| L9 

< C 2V- k W* A k 2-i \\f\\ Fq \\g\\ Fq . 

Cela signifie que ( 12T1) est vraie, avec 7/ n = 2~ 3n ^ q \ et termine la preuve. 

□ 

Remarque : on voit que (1211) est vraie dans Fi , avec r\ n = 1 . Le contre- 
exemple de la Proposition 19 permet également de montrer qu'il n'y a 
pas de meilleur choix de r\ possible, et par conséquent que F 1 n'est pas 
un bon espace. 



3.7. Discussion de quelques conditions abstraites. 

Plusieurs auteurs ont donné des conditions abstraites que doit ou 
peut posséder un espace E pour qu'il soit possible de résoudre (CE]) 
par la méthode KW, spécialisée par un choix particulier de l'espace F 
(généralement E lui-même ou un sous-espace de E). 

Si par exemple on cherche à prouver la continuité de l'application B 
sur C([0, oo[; E), alors il est nécessaire d'avoir 

(40) IK-Ar^iu^cn/iuyu 

pour tous f,g<EE (voir [M])- Mais cela n'est pas suffisant, comme l'a 
montré Oru ([0]) avec E = L 3 . Noter que (HU1) est plus forte qu'une 
condition proposée par Cannone à la fin de sa thèse ([C]), s'écrivant 

(41) \\A 3 (fg)\\ E <Cy \\f\\ E \\g\\ E . 

En la modifiant convenablement, Furioli, Lemarié et Terraneo ont toute- 
fois obtenu la continuité de B sur C([0,oo[;££°°) ([F,LR,Te]). Leur 
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condition est la suivante 

(42) \\A J (fg)\\ E <C2i sup \\A f f\\ E sup \\A f g\\ E . 

ï y 

30,00 



C'est ( |4T|) dans l'espace B E ,co } et aussi 

Meyer et Muschietti d'une part, Furioli, Lemarié et Terraneo d'autre 
part, ont donné d'autres conditions permettant de résoudre ([T]) par la 
méthode de Kato : 

(43) \\fg\\E<C (ll/IU- + ||(-A) 1 / 2 /IU) \\g\\ B 

est étudiée dans [M], 

(44) ||A,.(^)|U < c (ll/IU \\g\\w + ll/IU- IMU) 

a été proposée dans [F,LR,Te], ainsi que la forme légèrement plus 
précise 



(45) HA^IU < c ll/IU IMU~ + c 2^\\f\\ E -" 11/112. ii^iu , 

où a g]0, 1[. 

Proposition 26. Tou£ espace fonctionnel invariant vérifiant l'une des 
propriétés à f[5] ) est un bon espace, au sens de la variante de la 



Proposition 15. 

Preuve. Soient d'abord /, g G E, Supp / C T k et Suppg C B k _ 2 , 
k G Z. On a alors fg = A k (fg), et d'après ( 1221) . 

fg = 2 k ((-A)- 1 / 2 /^), 
(-A) 1 / 2 / = 2 fc Â fe _!(/). 

Ces identités injectées dans (]4"01- donnent 

ll/^IU<^2 fe ii/iu NU, 

éventuellement en utilisant aussi la Proposition 13 (c'est-à-dire ||/||l°° < 
C2 k ll/IU). 

Si ensuite l'hypothèse sur g est changée en Supp (7 C T k , et si j G Z, 
alors on obtient ( 12ÏT) par des considérations analogues, avec r; n = 4~ n 
sous les conditions (SO- SU- H2), et r/ n = 2" n sous (H31- l4"4l- 135)1 . Les 
détails sont laissés au lecteur. □ 



Remarque : tout espace fonctionnel invariant vérifiant ( 1431) est éga- 
lement un bon espace au sens de la Définition 7, puisque ( 1201) est vraie 
dans ce cas. 
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4. Les espaces M(rf) et les contre-exemples 



Le but principal de cette partie est de démontrer le théorème 11. Les 
espaces E qui vont fournir les contre-exemples désirés appartiennent à 
une même classe, celle des espaces M{rf). 



4.1. Les espaces M(r)). 

Définition 27. Soit 77 = (i] n ) n( zz une suite positive, décroissante et 
régulière. L'espace M(rj) est l'ensemble des distributions tempérées 
f telles que lim Sjf = dans S' , et pour lesquelles il existe une 

constante C vérifiant pour tous x G M 3 , j, f G Z avec j > f 
(46) / |A,/| 2 < C 2 rjj_ f 4*, 

JB{xo,2-i') 

où f B désigne — — f . La norme dans M{rf) est la plus petite constante 

|-°l J B 

C possible. 

La régularité de la suite r\ implique que M{rj) ne dépend pas d'un 
choix particulier des opérateurs Aj. Des inégalités avec j' = j et 
de ( TTïïî) . on déduit que M (77) s'injecte dans B^ ,oc . Il s'ensuit que les 
valeurs de r\ pour les entiers n < n'ont pas d'importance : on suppose 
dorénavant r\ n = r] si n < 0, de sorte que (j4"5"l) est vraie quels que soient 
J et f. 

Si liminf2 3n 77^ = 0, alors M(rj) est réduit à {0}, de sorte qu'on 
suppose également liminf 2 3n r] 2 , > 0. 

Lorsque r) n = 2~ na , n > 0, pour un certain a G [0,3/2], M(rj) est 
l'espace de Besov homogène B a ~^'^° (voir section 3.5). En particulier, 

il coïncide avec È^ 2 '°° pour a = 3/2, et avec B^ ,co pour a = 0. 
Dans le cas où 77 est quelconque, on a toujours 

fi 2 1/2 '°° C M( V ) C S" 1 '", 

avec injections continues. Si la suite r\ est telle que 77^ < +00, 

n>0 

alors M(rj) s'injecte continûment dans F% l'espace des dérivées des 
fonctions de BMO. 



Proposition 28. Les espaces M(r]) sont invariants, et vérifient ( T7PI 
avec la suite Ci] = (Cr) n ) ne %, pour une certaine constante absolue C . 
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Preuve. L'invariance des M(r]) est aisée à montrer et laissée au lecteur. 
Vérifions §£^. 

Soient /, g G M(r]), Supp/ C Tk, Suppg C 1^, k,l G Z. 

Si \k — l\ > 3, et par exemple l < k — 3, alors /g = A^(fg). Soient 
j' < k et Xq G M 3 . On a pour tout n > 



(47) 4 \fg\ 2 <C^ +n _ f \\fr M(v) \\g\lU. 

JB(x ,2-î'+ n ) 

Si x G M 3 est momentanément fixé, et en choisissant p > 3, on a 
|A»(/0)(aO| < C 2 3fc |(1 + 2 fe |a; - y|)- p |/ (y)<?(y)| dy, 

d'où 

|A fc (/s)(*)| 2 < C 2 3fc J (l + 2 fe |x - y|)-* |/(y)<7(y)| 2 dy 

<C2 3fc / (l + 2*|x-y|)-*'|/(yMy)| 2 dy 



'S(x,2-J') 

+ C V2( 3 - p )^-/+«) i 

n>0 yB(x,2-i'+«+i) 

On utilise (j4"7j) et la décroissance de 77 : 

|A fe (^)(x)| 2 <C2 3fe / (l + 2 fe |x-y|)^|/(yMy)| 2 dy 



+ C rjl_j, || /|| !/(,,) IbUloo. 

On applique cette inégalité à tout x G B(x ,2~i') et on utilise à nou- 
veau (SZD : 

\A k (fg)(x)\ 2 dx<C V l_ f \\f\\ 2 M{ri) \\gWU. 

'B(x ,2-i') 

On obtient de même l'inégalité analogue pour Ak-i(fg) et Afc+i(/y). 
Compte tenu de la Proposition 13, ceci démontre ( 12Ô1) . 



On suppose maintenant \k — 1\ < 2, et on se donne j G Z, j < k + 4. 
Si x G M 3 , on a 

|A,(/s)(*)| < C 2 3 ^' / \fg\ + 2(3 " P) " / IM 

JB(x,2-3) n > JB(x,2-J+"+ 1 ) 

où on a choisi p > 3 comme plus haut. La définition de M{rj) et la 
décroissance de r\ impliquent 

(48) \A 3 {jg){x)\ < C ri_ s A k \\f\\ M{ri) \\g\\ M{v) . 

Par ailleurs, si xq G M 3 et j' < j sont fixés 

\*j(fg)(x)\ <C f 2^ (l + y\x-y\)-i> \f(y)g(y)\dydx 
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d'où 

/ {A^fg^dx < C 2^' !{i + 2^>o - y\r p \f(y)g(y)\dy. 

JB{xo,2-i') J 

La même technique de découpage du domaine d'intégration, en utilisant 
cette fois les boules B > 0, donne 



'B{x ,2-î') 

Avec (JUJ), ceci implique 



\&j{fg)\ <Cvl- r 4 fc Wfhm Wghm- 



^B\ 



\^Ug)\ 2 <Cvl- 3 vl- r 4 2fc \\f\\\ m \\g\\\ m . 



'B( X0 ,2-j') 

Puisque nk-j' < Vj-j'y on obtient Aj(fg) e M(n), et 

\\&j(fg)\\M(r,) < C Tjk-j 4 fc 2~ j \\f\\M(r,) |M|m(„). 

La preuve est terminée. □ 
Remarque : on pose, pour tout n > —4 

?7ra+m 

e n = sup . 

Les calculs précédents montrent qu'on a l'inégalité plus forte 
\\ A j(fg)\\M(v) < C rj^j e k _j A k 2~ J \\f\\ M{v ) |M|m(t,)- 

L'amélioration est sensible dans certains cas, par exemple pour 7] n = 
2~ na . Mais pour les suites r\ Z 2 (N) qui vont fournir les contre- 
exemples, l'inégalité e n < C est la seule raisonnable. 



4.2. Construction des contre-exemples. 

Soit rj une suite positive décroissante et régulière telle que 
V 2- 3n inf 2 3k rjl = +oo. 

' * k>n 

La preuve du théorème 11 se fait par l'absurde en considérant l'espace 
fonctionnel compatible M (r]), fermeture de S dans M(n), et en sup- 
posant qu'il peut être assorti d'un espace F rendant le couple (M (n), F) 
admissible. 

La contradiction résultera des deux lemmes suivants. 
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Lemme 29. On peut trouver m G S, ip G S, x G M. 3 et A C Z 3 — {0} 

tels que, si 

u(l, = 5^ dt m{- - l), 

leA 

où m = e A m et (c?i); g A est une famille quelconque de coefficients 
presque tous nuls, si 

alors il existe pour tout l un coefficient e\ G { — 1, +1} tel que, en posant 

v(l, •) = di ei m(- - l), 

leA 

on ait 

\d. 



( 49 ) E tÉ^C^^B^vXI^I + CMU 

leA ' ' 

pour une certaine constante C indépendante de la famille (di)i e \. De 
plus, on peut choisir \x\ aussi grand qu'on veut. 

Lemme 30. Avec les notations précédentes, et si \x\ est assez grand, 
alors dès que \ 2~ 3n inf 2 3k r)l = +oo, on peut trouver une famille 

^— ' k>n 

n>0 

(q)/ 6 a dans Z°°(A) telle que 



2 



( 5 °) Ew = +». 

leA |£| 

(51) pour toute famille (ei)i e A G { — 1, 1} A , on a SiCi m (- — /) 

zeA 

G M{jf), où ttiq est la fonction du lemme [2$. et ce uniformément par 
rapport à (et) leA . 

Admettant pour le moment ces deux résultats, on revient au théorème 
11 où l'on a supposé le couple (M (r/),F) admissible. Soit (q); 6 a la 
famille donnée par le lemme [3Q1 où A est l'ensemble donné par le lemme 
l2"9l Pour tout N entier positif, on pose di — C\ si l G A et \l\ < N, d\ = 
sinon. Ensuite, on définit les fonctions u et v (dépendant de N) par 



u 



Il résulte du lemme I3Ô1 que Uo, Vo G M (rj) uniformément par rapport 
hN. 
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Soient alors u et v définies comme au lemme [2HJ Puisque u(l, •) = 
e A u , et de même pour v(l,-), on a u(l,-), v(l, •) G F, ce qui im- 
plique -u, f G JF. La continuité de S sur T entraîne en particulier 
que B(u,v)(l) G S'. Plus précisément, il existe une constante C ne 
dépendant pas de N telle que 

\1>*B(u,v)(ï)(x)\<C\\B(u,v)(ï)\\ F 

< C \\B\\ \\u\\fr \\V 

<C||s|| ||«(i,-)I|f IKi,-)IIf 

< C ||e A ||^ M (^ ||wo||iw(ï?) lko||M(7?)j 

où x est le point donné par le lemme [29j 

On déduit alors de (fl9l) et de ce qui précède l'existence d'une con- 
stante M indépendante de N telle que 

£ w s m. 

i£A,|2|<iV 1 1 

Ceci est contradictoire avec (J50j) . et ramène la preuve du théorème 11 
à celle des lemmes |29] et [3Ô1 

Remarque : Puisque la suite (q)z s a est bornée, on a toujours uo, f o G 
B^>°°, uniformément par rapport à N. Ceci démontre le corollaire 12. 

Par ailleurs, il résulte du lemme [2^1 qu'on a également u , v G F^ 1,2 , 
uniformément par rapport h N : on ne peut donc pas faire fonctionner 
la méthode KW à partir de l'espace F^ 1 ' 2 des dérivées des fonctions de 
BMCM ■ 



4.3. Preuve du lemme I29L 

Quitte à changer de repère, on suppose que le symbole de 
l'opérateur P(D) n'est jamais nul dans un cône ouvert de sommet 
et d'axe le demi-axe Oz des cotes positives. L'ensemble A sera contenu 
dans un cône, image du précédent par une rotation d'angle tt/2. 

On commence par construire ttiq. 

Lemme 31. // existe mo G S, paire et à valeurs réelles, dont la trans- 
formée de Fourier est supportée par une couronne compacte ne con- 
tenant pas 0, telle que les fonctions m{- — l), l G Z 3 , forment une 
famille orthonormée de L 2 (R 3 ), où m = e A mo. 

5 Alors que cet article était en fin de rédaction, nous avons appris que dans un 
travail intitulé "Well posedness for the Navier-Stokes équations" (preprint, North- 
western University) Koch et Tataru ont démontré l'existence de solutions, pour 
petite donnée initiale dans F^ 1,2 , dans un espace de fonctions localement de carré 
intégrable en temps et espace pour lequel ils obtiennent la bicontinuité de B. Cet 
espace ne se compare pas au nôtre et il n'y a donc pas de contradiction. 



ESPACES CRITIQUES POUR NAVIER-STOKES 37 

Preuve. On part de h G S, paire et à valeurs réelles, telle que h soit 
supportée dans {2n < |£| < 8n} par exemple, avec 

|% + 27r/)| 2 >5>0. 

On pose 

*(0 = £ e ~ 2|ç+27r/|2 



et m (0 = c(0 ^ 2 MO- P &r construction, on a 

£ H£ + 27r/)| 2 = l, 



d'où on déduit le lemme par la formule de Poisson. □ 
On pose a priori 

f(x) = u(l, x) = d i m ( x ~ 0> 
i 

g(x) = v(l,x) = ^2 ei m(x - l), 
i 

où (di) et (ei) sont deux suites à support fini. Si t > 0, on pose ensuite 
On note enfin 

4>*B(u,v)(l) = L(fg), 

où ip e <S est pour le moment quelconque, et L(x,y) le "noyau" de L, 
au sens où 

L{fg){x) = / /(y) 



Lemme 32. 

= / Ôi-t(x - V^y) dr, 
Jo 

où les fonctions Q\- T sont définies par 

(52) ? 1 _ T (0=fe)^(0e- (1 - T)l€|a . 
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Preuve. On part de B(u,v)(l) = / b{r)dr où 

Jo 



6(t) = e (1 - T,A P(D) i / (-j=j g (-j=J 



Soit h définie par h (Ç) = e '^' 2 . On a 

= J (l_ r )2 ^ 



On en déduit 



y) = / / i>{x - z) — h 



y/1 


-rj- 


z — 








•\ 





i-r) 2 u vvï^; 



ou _ 



On a bien (152p . et le lemme est démontré. 
On définit maintenant 6 1 par 

5(0 = fe) P(0 e" |Ç|2 , 

et le noyau L par 



Lo(x, y) = 9(x - y/ry) y/r dr. 
Jo 



Lemme 33. 

L(fg) = L (fg) + w , 
où wq est une fonction bornée vérifiant 

\\wo\\l°° < C \\di\\i°° ||e{||joo. 
Preuve. On définit les fonctions cri_ T par la formule 

autrement dit 

e -(i-T)|ç| 2 _ e -\e 



T 



T Jl-T 
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Si s G [0,1], alors la fonction dont la transformée de Fourier est 
^(0 -P(0 l£| 2 e~ s '^' 2 est dans L 1 (IR 3 ), uniformément par rapport à 
s. Il en résulte 

(53) Iki-rlUi < C 

pour tout t. 

La fonction w s'écrit 

w o( x ) = J L' (x,y) f(y) g (y) dy, 

où ^ 

L' (x,y) = / o X -t (x - y/ry) r 3/2 dr. 

On déduit de ( |53i) que 

sup / |^' (x,y)| < C, 

x J 

ce qui implique 

||wo||l°° < C \\fg\\L°° < C \\dil\ioo ||ei|||oo. 

Lemme 34. 

Lo{fg){x) = 2^2,diei j 6(x - rl)T 2 dr + w h 

cm wi est bornée, avec ||u'i||l°° < C ||dj|h«> ||ej||i°°. 



□ 



Preuve. Partant de 
A)(/<7)(x) = 



on développe le produit f(y) g (y). Ceci permet de calculer w± sous la 
forme W\ = w<i + W3, où 

u>2 = 2 y] d;e; / / r 2 {9(x — ry) — 9{x — rl)}m 2 (y — l)dydr, 



j J 9(x- y/ry) f(y) g(y) yfr dy dr 

o( x - T v) /(y) 9 (y) t2 d y dr, 




et 



im 3 



2 diey j j 9{x — Ty)m{y — ï)m{y — l')r 2 dydr. 



On majore |ti7 2 (^) | par 

2|K|UNU^ Yl j r 2 \9{x - ry) - 9{x - Tl)\\m{y - l)\ 2 dydr. 
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Puisque m, 9 et V9 sont à décroissance rapide (en choisissant conven- 
ablement if), par exemple de sorte que ^ Supp^), on a pour tout p 
assez grand et x, y fixés 

J2 \9(x-ry)-9(x-Tl)\ \m(y - l)\ 2 
i 

<Cr \y~l\\m(y-l)\ 2 (l + \x-ry\)^ 

+ C \ m (y- l )\ 2 {(l + \x-ry\)- p +(l + \x-Tl\)- p } 

i,\v-i\>$ 

< Cr(l+ \x-ry\)- p 

+ C Y, r ' (1 + \V-I\r p (l + |x-r/|)-* 
i,\y-i\H 

< CT{l + \x-Ty\)- p . 

Il en résulte CjU.6 j | UJ^, 1 1 L°° < C \\diW 

Pour traiter W3, on utilise l'orthogonalité des fonctions m{. — ï) et 
m(- — V) lorsque l 7^ V (lemme [3T|) pour écrire 

Wz(x) = 2 (i^ej/ / / {9(x — Ty)—9(x—rl)}T 2 m(y — l)m(y — l')dydT. 
1,1'ez 3 ^° ^ 

Comme \ m (' ~ 01 es ^ une fonction bornée, on a 

1^3(301 < C||^lb°°ll e ;lb°°y^/ / \9(x-ry)-9(x-Tl)\r 2 \m(y-l)\dydT, 



et on conclut comme pour w 2 . Le lemme est démontré. □ 

Les lemmes lïïïïl et [Ml montrent qu'il existe une constante C telle que, 
pour tout x 



Jo 



9{x - ri) r 2 dr 



< * B(u,v)(l)(x)\ + C||d/||joo \\ei\\ico. 



On pose, si n est fixé 
(54) 



Ei{x) = sgn / 9{x — ri) t 2 dr. 
Jo 



Alors, si ei = d\ Ei(x), on obtient l'inégalité 



(55) £K| 2 f 
, Jo 



9(x - ri) r 2 dr 



< -\if>*B(u,v)(l)(x)\ + C\\di\\l 



Il s'agit maintenant d'en déduire ( )49l) . Pour cela, on choisit 9 de 
manière appropriée. 
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On rappelle que 0(f) = ^(f) p(f) e -l«l 2 , où ^ e 5 et ^ Supp^, 
et que P(£) 7^ pour tout £ tel que a/^F+CI — ^ pour un certain 
5 > 0. Si a; G M 3 , x = (xi, X2, £3), on note x' = (#2, £3) et x = (xi,x'). 
On peut alors choisir ip de sorte que 

e(x) = (p( Xl ) 4>'(x'), 

où v? G S (M) est à valeurs réelles, tp(0) > et / y? = 1, et où ip' G 
S(R 2 ), V'(0) réel > 0. 



Lemme 35. Il existe A > 0, > te/s que si x = (xi,0) et 

l = (h,l') vérifient les conditions x\ > A, h> 4xi et d(x, [0,1]) < a, 
alors 



0(x - TÏ) r 2 air 



Preuve. Soient x = (xi, 0), x\ > 0, et l G Z 3 tels que <i(x, [0, /])<«, 
où a > est à choisir. Soit r l, < r < 1, le point de [0, l] en lequel 
d(x, [0,/]) est atteinte, et 7 l'angle entre (0, x) et (0,/). On a 

(xi - r /i) 2 + |r /f < a 2 , 

et shi7 < -2.. Si x x > A > 2a, alors < 7 < £, d'où r -^ = cos 2 7 > f , 



c'est-à-dire 



xi - 2r /i < — — . 



Enfin, on a r < \ dès que /1 > Ax\. 
On part alors de la décomposition 



rl p2to rl 

/ 0(x - rl) r 2 dr = . . . + / . . . . 

</0 JO J2t 



On a d'une part 



f 

Jo 



9(x - Tl)r 2 dr 



> mo)\ 



2t 



2t q 

ip(xi — Tli)T 2 dr 



-2a\\V^'\\ L oo l \ip(x 1 -Tl 1 )\r 2 dT, 
Jo 



et d'autre part 



6(x - TÏ)r 2 dr 



2t 



\tp{x\ — Tl\)\r 2 dr. 



2tq 



On calcule les trois intégrales qui apparaissent dans ces inégalités : 



L 



2t ^ 

(pfa - Tl x )r 2 dT = -3 



(x 1 — v) 2 ip(v) dv, 



xi-2roh 
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de même si (p est remplacé par \ip\, et enfin 



\ip(xi — rli)\T 2 dr 



2t 



X!-2T h 



/ 3 / 

n Jx!-h 



(xi - v) 2 \ip{v)\ dv. 



Puisque x\ — 2tqI\ < 



XI 

2 ' 



on a 



tp(v) dv > 



'xi— 2toZi 

dès que X\ est assez grand. On en déduit 



2t 



<^(xi — rli) r 2 dr 



2 Z? Z? 

pour une certaine constante C ne dépendant que de (p. On a également 

" 2r ° 1 + X X + X? 



et 



/ |<^(xi -rZi)| r 2 dr < C 
Jo 



1 q p-xi/2 

\cp(x 1 - rZOl r 2 dr < -3 

2r '1 



3 



y 2 \<p(v) \ dv. 



Rassemblant les diverses inégalités obtenues, il vient 



(x — rï)r 2 dT 



1 



> ^/(0)|| 
C 



-xi/2 



v 2 \p{v)\dv , 



□ 



si Xi est assez grand. Le lemme en résulte. 

L'ensemble des lemmes précédents, avec les inégalités 
démontre le lemme [23 On relève que n'importe quel x = (xi,0) assez 
grand convient (à un éventuel changement de repère près), et que A 
est l'ensemble des l = (h,l') tels que Zi > 4xi et d(x, [0,1]) < a, c'est- 
à-dire des points de Z 3 se trouvant à l'intérieur d'un certain tronc de 
cône. Noter que \l\ < C Zi, pour tout l G A. 



4.4. Preuve du lemme 

On fixe maintenant un tel x et l'ensemble A associé. Sans perdre de 
généralité, on suppose a < 1, et x\ > 4(a + 1). Enfin, on se place dans 

l'hypothèse où V 2' 3n inf 2 3k rg = +00. 

' J k>n 

n>0 

Si j > 4 et Z = (Zi,Z') G Z 3 est tel que < -S- 2? et l x G 2 J ' x x + 

— ^ ' ~72 ^ ' 011 P ose a P" or ^ c ' = àj, pour un certain Sj > 0. On 
note Aj l'ensemble de ces points Z : les Aj sont deux à deux disjoints 
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et inclus dans A. Si l G A et l Aj, on pose q = 0. Dans ces 



i>4 



conditions, les séries — l — et ôj sont de même nature. 

leA ' ' i>4 

Si n > 0, soit cx n = inf 2 3k rfè. On choisit b\ = a 4 et, si 

k>n 

j > 5, 6? — 2~ 3j (cTj — o"j-i). On a alors par construction les deux 
propriétés suivantes : 



(56) E ^ = + 



oo, 



i>4 



(57) 23 °" n) 5 i ^ Vn Pour tout ri > 4. 



Comme on a déjà remarqué que <S| et -— ^- sont de même 

j>4 zeA ' ' 

nature, ( J56l) montre que (I5Ô1) est vrai. 

Il reste à prouver fl5Tl) : on pose 

2eA 

où G {—1, 1} pour tout /. 

D'après le lemme [ÏÏTJ la transformée de Fourier de a est supportée 
par une couronne compacte ne contenant pas 0. L'appartenance de a 
à M{rj) est donc équivalente à l'existence d'une constante C telle que 
pour tous y® G M 3 et k > 

(58) / |a| 2 < C v l 

JB{y ,2 k ) 

Soient yo G M 3 et k > 0. Trois cas sont à considérer, le premier étant 
celui où il existe j > k + 1 et lo G Aj tels que /o G -B(?/o, 2 fc+1 ). 

On vérifie d'abord, dans ce cas, que 

A J( n%,2 w )=0 

si f 3- En effet, on sait que |/ — yo\ < 2 fc+1 et |/ — 2 3 'x| < a 2 J ', d'où 
\y - 2 j x\ < (a + 1)2 J '. S'il existait f ^ j et l G A^ n £(y , 2 fc+1 ), on 
aurait de même 

|2/o-2 J "x| < (a + 1) 2 max < J "' fc+1 \ 

d'où 

|2 J - 2 J "| |ar| < (a + 1) (2 J + 2 max ^"< fc+1 )), 
puis |x| < 4(a + 1), ce qui est faux. 
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On écrit alors 



i (y) = ^2 £ i°i m o(y - 1) + ^2 £l Cl m °( y ~ l ">- 



La première somme donne 



f sicim (y -l) dy<S? 4 ( \m (y -l)\) dy 

JB(y ,2k) ieA . JB(y ,2*) \, cA . / 



• /eA, 



<C8] 
<Cvl 



d'après la définition de ôj et la décroissance de rj. Pour traiter la 
deuxième somme, on utilise la décroissance rapide de m . Si f ^ j, on 

a 

\yo - 2 j 'x\ >\{a + l)2 j - (2 j - 2 j ')x\ > Cmax(2 j , 2 j '). 
On en déduit que \y — 1\ > C2 J si y G B(y , 2 k ) et l G Ay, puis que 



J2^im (y-l) <CJ2 \m {y-l)\<C N 2- N i 



pour tout N >0. 

La régularité de la suite r] implique l'existence de N > tel que 
?7o2 -Arj < r)j pour tout j. On a donc finalement 



(59) 



B(yo,2 fc ) 



J^ejcj m (y - l) 

l£Aj 



dy<< Ctf < Crj 



d'où l'inégalité (jo8|) dans le premier cas. 



On suppose maintenant qu'il existe j < k et l G Aj tels que 
Iq G B(y ,2 k+1 ). On décompose alors a en 



leAj 

j>k+l 
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B(yo,2 k ) 



y]eicimo(y - l) 

leAj 



dy < C 2 



< C 2 



-3k 



y^icimojy - 1) 



dy 



-3k 



£ 



j<k 
\ C l\ 



< C 2- 3k 2 3j 5 j 



j<k 



<Cvt 



d'après (loTl) et le lemme EU Pour la deuxième somme, on procède 
comme au premier cas : si y G B(y ,2 k ) et l G Aj, j > k + 1, alors 
\y — l\ > C 2 h , et on conclut comme pour ( |59|) . Au total, on a obtenu 
581). 



Le troisième et dernier cas est celui où aucun n'intersecte B(y Q , 2 k+1 ) 
On a donc \y — l\ > 2 k pour tous / G [J Aj et y G B(y ,2 k ). On 

raisonne une fois encore comme pour flo^l) . 

On a ainsi prouvé ( 1581) dans tous les cas, ce qui implique ( loTl) : le 
lemme I3Ô1 est entièrement prouvé, et la démonstration du théorème 11 
est complète. 



5. Un cas non invariant : espaces 2-microlocaux 



Si l'invariance de l'espace E, dans les théorèmes 8 et 9, est une 
hypothèse naturelle, elle n'est pas pour autant nécessaire. Il est par 
exemple possible de résoudre ([I]) par la méthode KW lorsque uq est 
une distribution de norme assez petite dans un espace 2-microlocal 
C~ 1,s (xo), Xq fixé. Caractérisés par la condition 

\Ajf{x)\ <C2i(l + y\x-x \)- s ', 

pour tous x G M. 3 et j G Z, ces espaces ne sont invariants ni par 
translation ni par homothétie de centre autre que xq. Ce résultat, et sa 
généralisation à un cadre géométrique plus vaste, font l'objet de cette 
section. 

5.1. Bons espaces non invariants. 

Il faut d'abord étendre convenablement les théorèmes 8 et 9. On 
observe pour cela que l'hypothèse d'invariance de E est utilisée, tout 
au long des preuves de ces théorèmes, de deux façons. En premier 
lieu, la Proposition 13 est fréquemment invoquée : il suffit, si E n'est 
pas invariant, de supposer qu'il est inclus dans È^'°°. En second 
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lieu, l'invariance par translation de E entraîne que tout opérateur de 
convolution par une fonction intégrable agit continûment sur E, et cela 
est appliqué par exemple aux opérateurs Aj et Sj. Un examen attentif 
des preuves montre cependant que l'hypothèse suivante est suffisante : 

(60) pour toute fonction <fi G <S(M 3 ), il existe une constante C telle 
que, pour tous t > et / G E, f * (fit G E, où (fit = t~ 3 <fi (i), avec 

11/ *fc||*<c Il/Il*. 

On est donc amené à étendre la définition des bons espaces. 

Définition 36. Si E est un espace fonctionnel non invariant, on dit 
que c'est un bon espace non invariant lorsque 

a) E vérifie [Uty) , 

b) E s'injecte continûment dans B^ 1 ' 00 , 

c) E vérifie ( Tïgj) avec une suite T] G / 1 (Z). 

Il faut également généraliser la notion de couple admissible, c'est-à- 
dire étendre au cadre non invariant les propriétés (PI), (P2) et (P3) 
du paragraphe 1.2. 

Si E est un espace fonctionnel non invariant ayant les propriétés a) 
et b) de la définition précédente, on dira que le couple (E,F), où F 
est un espace de Banach, est admissible lorsque les propriétés (P2') et 
(P3') suivantes sont satisfaites. 

Propriété (P2') 

a) F s'injecte continûment dans S', 

b) F vérifie (JBDJ), 

c) pour tout t > 0, il existe une norme sur F, notée || ■ \\t.F, 
équivalente à la norme || • \\p, uniformément sur tout compact 
de ]0, oo[, et il existe une constante C > telle que 

||e* A u ||i,F < C||u |U 
pour tout Mo G E. 

Propriété (P3') 

Si T désigne l'ensemble des fonctions u, définies sur ]0, oo[ et con- 
tinues à valeurs dans F, telles que 

\\u\\f = SUp ||w(t)||t,ir < OO, 
i>0 

alors 

a) B est continue de T x T dans J 7 , 

b) lim B(u, v)(t) = dans S 1 , pour tous u,v G T. 
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Le résultat suivant est l'extension à ce cadre des théorèmes 8 et 9, 
et se démontre de la même façon. On se contente de l'énoncer. 

Théorème 37. Si E est un bon espace non invariant, il existe un 
espace de Banach F formant avec lui un couple admissible. Si de plus 
nrj n < +oo, on peut choisir F C E, et toute solution u G T de (Qp 

n>0 

est régulière, au sens du théorème 9. 



5.2. Espaces 2-microlocaux généralisés. 

Afin d'autoriser des distributions aussi singulières que possible, on 
généralise la définition des C~ 1,s (xq) en remplaçant le singleton {xq} 
par un ensemble S, pour le moment un fermé quelconque de M 3 . 

Définition 38. Une distribution tempérée f appartient à C*^ 1 ' 5 , s' > 
0, si lim Sjf = dans S', et s'il existe une constante C telle que, 

j-*—oo 

pour tous x G M 3 et j G Z ; on ait 

|A,/(x)|<L7 2^1 + 2^ s (a:))- s ', 
où ds(x) désigne la distance de x à l'ensemble S . 

Il n'est pas immédiat que cette définition ne dépende pas du choix 
des opérateurs Aj. Cela provient du lemme suivant, qu'on utilisera à 
plusieurs reprises. 

Lemme 39. Pour tout N > 3 + s' , il existe une constante C telle que, 
pour tous x G M. 3 et j G Z 

1 2 3 ^(l + &\x - y\)- N (1 + T d s (y))- s 'dy < C (1 + Vd s {x))- S ' . 

Preuve. Puisque iV > 3, on a 

/ 2 3 ^(1 + V\x - y|)-* (1 + 2H s {y))- s 'dy 

J d s {y)>\d s {x) 

< C (1 + 2 ] d s {x))- s ' f 2 3j '(l + 2 ] \x - y\)~ N dy 

J d s {y)>\d s (x) 

<C (l + Vd s (x))- s ' . 

D'autre part, si d s (y) < \ d s (x), alors \x — y\ > \ds(x). Cette obser- 
vation découle de l'inégalité élémentaire 

(61) Vx,î/GM 3 d s (x) <\x-y\ + d s (y). 
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On a donc 



f 2 3 ^'(1 + T\x - y\)- N (1 + 2H s {y))- s 'dy 

J d s {y)<\d s {x) 

< C (1 + Vd s {x)Y s ' f 2 3j '(l + 2>\x - y\Y N+s 'dy 



<C {l + Vds{x))- s \ 
puisque N — s' > 3. Le lemme est démontré. □ 

Proposition 40. Pour tout s' > 0, C s 1,s est un espace fonctionnel 
qui s'injecte continûment dans B^ ,OQ et qui vérifie (E2j). 

Preuve. L'injection continue de C*^ 1 ' 5 dans S' ou dans B^'°° est 
évidente. 

L'injection continue de S dans Cg ' s est une conséquence du lemme 
suivant. 

Lemme 41. Pour tous xq G M 3 , N,p > et f G S, il existe une 
constante C telle que 

\Ajf(x)\ < C 2^ (1 + 2 j \x - x \)- N , j < 0, 
\Ajf(x)\ < C 2-™ (1 + tf\x - x Q \)~ N , 3 > 0. 

Ce lemme se démontre directement dans le cas j < 0, et en utilisant 
( 1221) dans le cas j > 0. Choisissant xq G S 1 , il implique S C C s ' , quel 
que soit s' > 0, puisque |x — x | > rfs(x) pour tout x. La continuité de 
l'injection est laissée au lecteur. 

Soit £ l'espace des distributions tempérées / telles que lim Sjf = 

dans S' et 

| £ = ^ / |A,/(x)| (1 + Vd s (x)r s ' dx < +oo. 

On vérifie que l'espace £ est complet, et que S est dense dans £ . Soit 
A une forme linéaire continue sur £ et if) G S telle que Supp^ C IV 
On a pour tout x 

\(X,2 3j ij;(2 j x - 2 J -))| < C \\2 3j ij;{2 j x - 2 j .)\\ £ 



< C 2^ J \^x - 2^)|(1 + Vdsiy))- 3 ' dy 
<C V{l + Vd s (x))- S \ 



d'après le lemme [391 On en déduit que le dual de £ est C s ' s , et que 
ce dernier est un espace fonctionnel. 
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Il reste à prouver (EOD - Si G S et t > 0, on a |Aj 0(x)| < CV 2 3j '(l + 
2i\x\)~ N pour tout iV > 0, d'après le lemme HU et par conséquent 

\A 3 Mx)\<C N 2 3 i(l + y\x\r N 

uniformément par rapport à t > 0. 

Si / G Cg 1 ' 8 et j G Z, il résulte de (fTBT) que 

A j (<f> t *f) = A j <f> t *A j f, 

puis que 

|A,(0 t */)(x)| 

<C\\f\\ ô ^[ 2V(l + 2t\x- y\)- N 2 j (l + 2 j d s (y))- s 'dy 



<C7||/|| ô _ iy 2^(l + 2^ 5 (x))- s , 
en utilisant une nouvelle fois le lemme ES Ceci prouve que 

||0t*/ll 6 -iy <C\\f\\ ô - iy , 
uniformément par rapport à t. La Proposition HU] est démontrée. □ 



Exemples : notant xi,X2,x% les coordonnées de ï G l 3 , les distribu- 
tions v.p. ^ et 7^j~2p72 appartiennent respectivement à C*p 1,s , P = 

{x G R 3 ; xi = 0} et C£ 1,s ', D = {x G M 3 ; x x = x 2 = 0}, pour tout 
s' > 0. 



5.3. Fonction de densité et bons espaces 2-microlocaux. 

Pour étudier la validité de (TTÏÏ1) dans les espaces C*^ 1 ' 5 , on introduit 
ce qu'on appelle la fonction de densité de S. 

Définition 42. Si S est un fermé de M. 3 , sa fonction de densité est la 
fonction es, définie sur [0, 1] par 

e s (ô) = sup j— - \{y G B(x,r) ; d s (y) < Sr}\ , 

où le supremum est pris sur tous les x G M 3 et r > 0. 
Noter que £5 est croissante. 

Proposition 43. Powr toni s' > et tout fermé S de M. 3 , l'espace 
C s ,s vérifie (EJ) avec, si n > 0, 

rç n = C 2- 2s ' {n - m) e s {2- m ) 

m=0 

pour une certaine constante C. 
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Preuve. Soient /, g G Cg 1 ' 3 , Supp / C Tk, Supp (7 C Ti, k,l G Z. 
Si |/c — /| > 3 et par exemple l < k — 3, on a 

<?(y)| < 2' 2 k (1 + 2 fc d 5 (y))-'' H/U^y IMI^y 

pour tout 1/. Le lemme [39] montre alors que, si \k — j\ < 2, 

lA^/^Cx)! <C2 z 2^(l + 2^ 5 (y))- s ' ll/H^xy Ikl^-xy. 

Ceci implique (|2*U|) . 

Si |/c — /| < 2 et si on se donne j < k + 4, alors 

l/(y) <?(y)l <4 fc (i + 2^ 5 (y))- 2s ' 11/11^ y|^ iy> 

d'où 



avec 



J^(x) = / 2^ (1 + 2*|a; - y|)-" (1 + 2 fe d 5 (y))- 2s ' dy, 



iV désignant un paramètre à choisir. La Proposition I4H1 résulte directe- 
ment de l'inégalité 

(62) I j;k (x) < C 2-^^-™) £ S (2- m ) (1 + 2^ s (x))" 2s ', 

m=0 

valable lorsque j < k et sous la condition iV > 3 + 2s' (si /c + 1 < j < 
k + 4, le lemme EH] s'applique). 

On aura besoin du résultat suivant. 

Lemme 44. Pour tout N > 3 il existe une constante C telle que, pour 
tous x G M. 3 , j G Z ei 5 G [0, 1], on aii 

/ 2 3 ^ (l + 2^>- 2 /|)- 7V d W <C £5 (5). 

Jd s {y)<S2-i 

Preuve. Il suffit de découper l'intégrale de manière appropriée : 



/ 2 3j (l + 2 j \x-y\y N dy 

< 



d 8 (v)<62-' ,\x-y\<2~i m > x J d s {y)<82-i ,2 m -?>- x <\x-y\<2™-i 

m>0 

< C 2~ m{N ~ 3) e s (2- m ô) 

m>0 

< Ce s (S). 



□ 
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Revenant à la preuve de (l6"2"j) . on distingue les cas ds{x) > 2 _ - ?+1 et 
d s (x) < 2-i +1 . 

Si ds(x) < 2~ J+1 , on découpe Ij,k{x) selon 

hk{x) = [ + / 

Jd S {y)>2-i Jd s (y)<2-3 

Dès que iV > 3 la première intégrale est majorée par C 2- 2s '( k -i\ Pour 
la seconde, on utilise le lemme I 



2*(l + T\x- y\Y N {l + 2 h d s (y))- 2s ' dy 

= £/ 

m =0 -'2-'™-J- 1 <d s (j/)<2-'™-J Jd s (y)<2- k 
k-j-1 „ 

< C 2- 2s ' {k - j - m) j 2^(l + V\x-y\)~ N dy 

m=0 Jd s (y)<2-™-i 

+ I 2 3j {l + 2 j \x-y\)- N dy 

Jds(y)<2~ k 

k-j-1 

< C 2- 2s ' {k - j - m) e s (2- m ) + Ce s (2 j - k ). 

m=0 

Au total, on obtient bien (1621) dans ce cas. 
Lorsque dg(x) > 2~ 3 ' +1 , on part du découpage 



ij,fc(a:) = / + / + 

J d s {y)>\d s {x) J2-l<d 3 (v)<\d s (x) Jd s {y)<2-3 
= 1 + 11 + III. 

Quand d$(y) > hds(x), on a 

(1 + 2 fc d 5 (y))- 2fl ' < C{1 + 2 k d s {x))- 2s ' 

< C2- 2s '( k -i\l + yd s (x))- 2s ' 

puisque k > j. Cela donne (dès que N > 3) 

(63) / < C 2- 2s ' {k - j) (1 + 2 j d s (x))- 2s '. 

Quand ds(y) < jd s (x), on a |a; — j/| > ^5(2;), en vertu de (lïïTT) d'où 

(1 + 2*> - y|)- w < (1 + 2^ 5 (x))- 2s '(l + 2>\x - y\)- N+2s '. 

Si de plus ds(y) > 2~\ alors on peut majorer (1 + 2 k ds{y))~ 2s ' par 
2~2s (fe-j)^ ce q U j p erm et d'obtenir 

(64) II <C 2- 2s '( k -iï (1 + 2^ 5 (x))' 2s '. 
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Enfin, on majore III par 

C (l + yd s (x))- 2s ' [ 2 3 i(l + y\x-y\r N+2s '(l + 2 k d s (y)r 2s 'dy. 

Jd s (y)<2-i 

On estime alors l'intégrale du membre de droite comme au premier cas, 
ce qui donne 

k-j 

III <C 2- 2s ' {k - ] - m) e s (2- m ) (l + 2 j d s (x))- 2s '. 

m=0 



Avec (1631 - IMl). cela prouve (1621) dans le deuxième cas également, et 
achève la démonstration de la Proposition l4"3l □ 

Des Propositions I4TJ1 et 14*31 découle le résultat suivant. 

Théorème 45. Si S est un fermé de R 3 dont la fonction de densité 

es vérifie la condition de Dini / Es{à~) — < +oo, alors C*^ 1 ' 5 est un 

Jo ° 

bon espace non invariant, pour tout s' > 0. 

Preuve. Il suffit de vérifier que la suite r] n donnée par la Proposition 
|43]est sommable. □ 



5.4. Régularité des solutions. 

Appliquant le théorème EZl on peut résoudre (pQ) pour toute donnée 
m assez petite dans C$ 1,s , s' > 0, dès que Es vérifie la condition de 
Dini, ce qu'on suppose dans ce paragraphe. 

On fixe s' > et, notant E = C s 1,s , on choisit N de sorte que le 
couple (E, E) soit admissible, avec E = C^ ,0 ° (voir la démonstration 
du théorème 8). Soit u G T une solution de ([I]), associée à uo G E. Le 
but de ce paragraphe est l'étude de la régularité de u. 

L'appartenance de u à T signifie exactement que 

(65) \A jU (t,x)\ <C2 3 (l + 2 j Vt)- N {l + 2 j d s {x))- s ', 

pour tout t > 0, x G M 3 et j G Z. On voit que, comme pour l'équation 
de la chaleur, la solution est instantanément régularisée. En particulier, 
u{t) est, pour chaque t > 0, une fonction bornée. 

Proposition 46. On a 

a ) K*^)l< 31 s>>1 > 

b ) K^)l^v^) ln ( 10+ ^) Si S ' = 1 ' 

c) |«(t,*)|<C7 7 ^J R S z0 <*'<!. 
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Preuve. Il suffit d'injecter (I65p dans 

u(t, x) = Aju(t,x). 

Les calculs sont laissés au lecteur. □ 

Dans le cas le plus régulier, c'est-à-dire quand s' > 1, on a aussi 
|wo(^)| < l[f(x)- Ainsi, à chaque instant t > 0, la solution u est bornée 
par ^= dans un voisinage de S d'épaisseur \/t, et retrouve le comporte- 
ment en 4- de la donnée initiale en-dehors de ce voisinage. 

as ° 

On peut aller un peu plus loin en remarquant qu'on a 

\\fg\\c-^ < ll/llè-iy IMU~ 

si /, g G C'a 1,3 ' Supp/ C r^, Suppg C T;, et Z < /c — 3 (reprendre 
le début de la preuve de la Proposition H3]). Si, par une démarche 
semblable à celle de la Proposition 16, on note momentanément au 
lieu de T l'espace des u vérifiant flB3|) . on montre alors que l'application 
B est continue de x F N dans Fn+i, pour tout iV assez grand. 
Autrement dit, la solution u vérifie (Ifil)]) pour tout N. Elle est donc 
de classe C°° sur ]0, oo[xM 3 , et ses dérivées satisfont des estimations 
ponctuelles analogues à celle de la Proposition HH1 Par exemple, on a 
dans le cas s' > 1 : 



Qn 



+ \D% u(t,x)\ < C (y/t + d s (x)) 



-l-2n 



si \a\ = 2n < s' — 1, et 
d 



dt n K ' ' 



D a x u(t,x)\ < C (Vt + d s (x))- s ' (Vt)- 1 - 2 ^' 



si |a| = 2n > s' — 1. 

' — 1 s' 

Remarque : c'est parce que l'espace E = C s ' est lui-même de type 
Besov c'est-à-dire coincïde avec B^°°, que la condition ^]nr) n < 

n>0 

+oo n'apparaît pas, bien que la solution u soit régulière. Dans un 
tel cas, les espaces F et G utilisés respectivement aux théorèmes 8 
et 9 co incident, et il n'y a donc pas lieu de renforcer la condition de 
sommabilité de la suite t]. 

Exemples : les solutions de ([T]) obtenues à partir de u (x) = e v.p.-^- 



ou de v (x) = e -, = , pour e assez petit, sont de classe C°° sur 

]0, oo[xM 3 et vérifient toutes les estimations précédentes. Ces solutions 
sont auto-similaires, en vertu de l'homogénéité de u ,Vq. Voir aussi 
([Ko,Y]), où ce type de données initiales est considéré. 
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5.5. Comparaison du terme linéaire et du terme bilinéaire. 

On reste sous les hypothèses de la section 5.4, et on considère u 
solution de (0Q) associée à uq G C s ' s . 

Le terme linéaire Su satisfait aux estimations (lïïïïl) pour tout N, 
mais sans qu'il soit possible a priori d'améliorer l'exposant s'. De ce 
point de vue, le terme bilinéaire B(u,u) est plus régulier. 

Lemme 47. En posant w = B(u,u), on a 

(66) \A jW {t,x)\ < C N 2 j {l + 2 j Vt)- N (1 + 2 j d s (x))- a L(2 j d s {x)) 

pour tout N, où a = min(2s',s' + 1), et L(r) — 1 si s' ^ 1, L(r) = 
ln(10 + r) si s' = 1. 

Preuve. On note l'espace C$ 1,e7 si s' ^ 1, et si s' = 1, l'espace des 
distributions tempérées / telles que lim Sjf = dans S' et vérifient 

\Ajf(x)\ < C 2?{1 + 2 J c/ 5 (x))- 2 ln(10 + 2H s (x)) 

pour tous j G Z, x G M. 3 . La norme de / dans E* est la meilleure 
constante C possible. 

Soit, pour tout N, F^ N = C^f° l'espace construit au-dessus de E\ et 

J-\j l'espace de distributions définies sur ]0, oo[xR 3 qui lui est associé. 
On sait que u G J-"n pour tout iV (section 5.4), de sorte que le lemme 
1471 découle de l'inégalité 

(67) ll-B^v)!!^ <C N \\u\\jt n \\v\\r N . 



Celle-ci se démontre en revenant à la preuve du théorème 8. Si 
u,v G on estime les deux termes 

Rj(tf = 2* [ (1 + ^Vt^y P \\A jU (r) v(r)\\ Et dr, 
C,(tY = V [ (l + yVt^7)- p aJ V A k u(r) Â k v(r)) 



dr, 



pour tout t > et pour p assez grand. 
Le terme rectangle se traite en partant de 



f<j-3 



d'où 



\Sj-2v(T,y)\< l j '(l + l j 'ds(y)r s ' 

<CT{l + yd s {y))- v L(?d s (y)), 



OÙ V 
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= min (s', 1). On en déduit 
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\A 3 u(T,y)S^ 2 v(T,y)\ < C V(l + yd s (y))-° L(Vds(y)) (l + 2^) 



-N 



puis 



\AXr)Sj- 2 v(r)\\ Et < C 2>(1 + Vyfî) 



-N 



en utilisant le lemme ESI convenablement modifié si s' = 1. On en 
déduit que Rj(t)* vérifie (12"BT) . tout comme Rj(t). 



Pour le terme carré, on remarque que l'inégalité (162]) implique 



\Aj(A k u(r)A k v (t) ) 1 1 gti — Vk—j 4 fc 2"' (l + 2*^ 2A 



d'où on déduit que Cj(i)" vérifie (j23 - EHD comme au théorème 8. 
L'inégalité (I6TI) en résulte, ce qui prouve le lemme. □ 
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En résumé, on a obtenu le 

Théorème 48. Soit S un fermé de M 3 dont la fonction de densité 
obéit à la condition de Dini. Pour tout s' > il existe a > tel 
que, si uq G Cg 1,s est de norme au plus a, alors l'équation (QJ) admet 
une solution u. Celle-ci vérifie (E3J) pour tout N , est de classe C°° 
sur ]0, oo[xR 3 ; et converge vers uq dans Cg 1,s quand t — > pour la 
topologie faible *. De plus, dans la décomposition u = Suç, + B(u,u), 
le terme B(u, u) vérifie (ESP pour tout N. 

Remerciements. Merci à Mireille Berg pour sa frappe efficace de ce 
long manuscrit. 
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